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Унiмодальнi цикли неперервних
вiдображень iнтервалу

Исследуются циклы динамических систем, порожденных непре-
рывными отображениями отрезка I = [0; 1] в себя. Доказано, что
отображение f ∈ C0(I, I), которое имеет L-схему, т.е. три точки
a, b, c ∈ I такие, что a < b < c и при этом a = f(a), f(b) = c, а
f(c) = a, имеет и цикл каждого типа отображения

x 7−→
{

2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,
2(1− x), 1/2 < x ≤ 1.

Типом цикла называется циклическая перестановка, порожден-
ная ограничением отображения на множество состоящее из точек
этого цикла.

1. Вступ. Стаття присвячена динамiчним системам, якi породженi
неперервними вiдображеннями замкненого iнтервалу в себе.

Питання про спiвiснування циклiв таких динамiчних систем було
сформульовано О.М. Шарковським у статтi [1].

Iнтенсивнi дослiдження цього питання протягом останнiх 50-ти
рокiв (див., наприклад, монографiї та пiдручники [2-6]) привели до
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створення нового напряму в теорiї динамiчних систем — комбiнатор-
ної динамiки.

2. Означення i формулювання основних результатiв статтi.
Нагадаємо основний результат статтi [1]. З цiєю метою сформулюємо
необхiднi означення.

Нехай f ∈ C0(I, I) – неперервне вiдображення замкненого iнтер-
валу I = [0; 1] в себе. Позначимо через f i, i ∈ N, i-ту iтерацiю вiд-
ображення f , а f0 – тотожне вiдображення. Точка x ∈ I називається
перiодичною вiдображення f , якщо iснує число i таке, що f i(x) = x.

Число n = min{i ∈ N|f i(x) = x} називається перiодом точки x.
Множина всiх перiодичних точок вiдображення f позначається

Per(f).
Послiдовнiсть (f i(x), i ≥ 0), де x ∈ Per(f) – перiодична точка

перiоду n, називається перiодичною траєкторiєю вiдображення f , а
множина точок {f i(x), i ≥ 0} – циклом перiоду n вiдображення f .

Теорема Шарковського [1]. Якщо f ∈ C0(I, I) має цикл пе-
рiоду n, то воно має також i цикл перiоду n

′
такого, що n

′
▹ n,

де

1 ▹ 2 ▹ 22 ▹ 23 ▹ ... ▹ 22 · 5 ▹ 22 · 3 ▹ ... ▹ 2 · 5 ▹ 2 · 3 ▹ ... ▹ 9 ▹ 7 ▹ 5 ▹ 3.

Бiльше того, для будь-якого n iснує неперервне вiдображення, що
має цикл перiоду n i не має циклу перiоду n

′′
, якщо n ▹ n

′′
.

Однiєю з основних частин оригiнального доведення теореми Шар-
ковського була наступна лема А, для формулювання якої використо-
вується поняття L-схеми.

Означення 1. Вiдображення f ∈ C0(I, I) має L-схему, якщо
iснують такi три точки a, b, c ∈ I, що a < b < c i при цьому
a = f(a), f(b) = c, а f(c) = a.

Лема А [1]. Якщо вiдображення f ∈ C0(I, I) має L-схему, то
воно має i цикл будь-якого перiоду.

У теоремi Шарковського цикли неперервного вiдображення кла-
сифiкуються за перiодами, але вiдображення може мати рiзнi ци-
кли деякого фiксованого перiоду. Тому, крiм класифiкацiї циклiв за
перiодами, природно розглянути їх бiльш детальну класифiкацiю, а
саме, за типами – циклiчними перестановками. Дiйсно, обмеження
вiдображення на цикл є циклiчною перестановкою, тобто f взаємно
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однозначно вiдображає на себе скiнченну множину точок циклу, яка
не мiстить власних iнварiантних пiдмножин.

У данiй статi розглядається питання про опис типiв циклiв, якi
має вiдображення з L-схемою.

Очевидно, що вiдображення f ∈ C0(I, I) з L-схемою може мати
цикл будь-якого типу. Тому питання можна поставити ще так: яку
множину типiв має кожне вiдображення з L-схемою?

Твердження 1. Якщо вiдображення f ∈ C0(I, I) має L-схему,
то воно має i цикл кожного типу, який має так зване тент-
вiдображення

x 7−→

{
2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,

2(1− x), 1/2 < x ≤ 1.
(1)

Визначимо тепер клас вiдображень, до якого належить тент-
вiдображення i представники якого мають тi ж самi типи циклiв,
що i тент-вiдображення.

Означення 2. Вiдображення g ∈ C0(I; I) називається Λ-
вiдображенням, якщо виконуються наступнi умови:

1) g(0) = g(1) = 0;
2) iснує точка a, де 0 < a < 1, така, що g(a) = 1;
3) функцiя g(x) монотонно не спадає на вiдрiзку [0; a] i монотонно

не зростає на вiдрiзку [a; 1]. Зауважимо, що для Λ-вiдображення
точки 0, a и 1 утворюють L-схему.

Твердження 2. Наступнi твердження еквiвалентнi:
1) π є типом деякого циклу Λ-вiдображення;
2) π є типом деякого циклу тент-вiдображення.
Опишемо тепер множину всiх циклiчних перестановок, якi можуть

бути типами циклiв тент-вiдображення.

Означення 3. Циклiчна перестановка

π =

(
1 2 ... i ... n
j1 j2 ... ji ... jn

)
називається опуклою вгору [7], якщо виконуються нерiвностi ji <
ji+1 при 1 ≤ i < î та ji > ji+1 при î ≤ i < n.

Очевидно, що в цьому означеннi n > 2, 2 ≤ î ≤ n− 1 i π(̂i) = n.
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Множину, що складається з циклiчних перестановок довжин 1 i 2
(якi не є опуклими вгору) та всiх опуклих вгору циклiчних переста-
новок позначимо Σ.

Легко бачити, що множина Σ мiстить перестановки(
1 ... i ... n− 1 n
2 ... i+ 1 ... n 1

)
для будь-якого n > 2 i цикли саме таких типiв будувались в [1], що
було достатнiм для доведення леми А.

Крiм циклiв такого типу, тент-вiдображення має також багато ци-
клiв перiоду n iнших типiв. Наприклад, якщо n > 3 i є простим чи-
слом, то тент-вiдображення, що має L-схему, має також 2n−2

n рiзних
циклiв перiоду n, а не один, як це гарантовано лемою А.

Основним питанням, що дослiджується у цiй роботi, є доведення
того, що будь-яка перестановка з множини Σ є типом деякого циклу
тент-вiдображення.

Має мiсце наступне твердження.

Твердження 3. Наступнi твердження еквiвалентнi:
1) π ∈ Σ;
2) π є типом деякого циклу тент-вiдображення.
Об’єднаємо тепер твердження 2–3 в формi зручнiй для їх доведе-

ння. Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1. Наступнi твердження еквiвалентнi:
1) π ∈ Σ;
2) π є типом деякого циклу тент-вiдображення;
3) π є типом деякого циклу Λ-вiдображення.

Зауваження 1. Вiдображення f(x) та g(x) = 1 − f(1 − x) є топо-
логiчно спряженими. Це дає можливiсть ввести поняття “опуклої
вниз” циклiчної перестановки i отримати аналогiчну теорему для
вiдображень, що топологiчно спряженi з тент-вiдображенням та
топологiчно спряженi з Λ-вiдображенням вiдносно спрягаючого го-
меоморфiзму h(x) = 1− x.

Дiйсно, якщо вiдображення f має цикл, якому вiдповiдає опукла
вгору циклiчна перестановка π̂, то вiдображення g має цикл, яко-
му вiдповiдає опукла вниз циклiчна перестановка π̌, тобто така, що
π̌(i) = n+ 1− π̂(n+ 1− i) для довiльного 1 ≤ i ≤ n.
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Зауваження 2. У цiй статтi дослiджуються цикли спецiального
класу неперервних вiдображень iнтервалу в себе, так званих унiм-
одальних вiдображень. Графiки таких вiдображень мають лише 2
гiлки монотонностi, тому їх цикли теж можна називати унiм-
одальними.

Перейдемо до доведення твердження 1 i теореми 1. Оскiльки до-
ведення твердження 1 використовує частини доведення теореми 1,
то воно винесено в кiнець статтi. Розпочнемо мiркування, необхiднi
для доведення теореми 1. Для цього будемо використовувати бiльш
детальну класифiкацiю циклiв, нiж за типами.

Розглянемо спочатку приклад, який пояснює необхiднiсть такої
класифiкацiї. Тент-вiдображення має два цикли перiоду 3, а саме:
цикл B1 = { 2

9 ;
4
9 ;

8
9} i цикл B2 = { 2

7 ;
4
7 ;

6
7}. Хоча вони мають

однаковий тип, але точки циклiв B1 i B2 по-рiзному розташованi на
гiлках монотонностi вiдображення f . Цю вiдмiннiсть мiж циклами
B1 i B2 буде враховувати поняття моделi типу циклу.

Запропонована модель типу циклу будується лише за властивостя-
ми циклiчної перестановки, а не властивостями вiдображення, тоб-
то за суто комбiнаторним алгоритмом. Проте, якщо вiдомо, що вiд-
ображення є унiмодальним, то модель типу циклу майже вiдображає
перiодично повторювану частину символьного коду мiнiмальної то-
чки циклу, який побудовано за стандартним алгоритмом кодування
траєкторiй в символьнiй динамiцi. У цьому сенсi модель типу циклу
є узагальненням символьного представлення перiодичної точки для
унiмодального вiдображення.

3. Моделi опуклої циклiчної перестановки. Множину всiх опу-
клих вгору циклiчних перестановок довжини n позначимо Πn, а мно-
жину всiх опуклих вгору циклiчних перестановок — за допомогою
Π.

Нехай (1, π(1), ..., πi−1(1), ..., πn−1(1)) — циклiчне зобра-
ження перестановки π ∈ Πn, елементи якого перепозначимо через
ri = πi−1(1), 1 ≤ i ≤ n. Оскiльки π ∈ Πn, то rn−1 = î i rn = n, де
π(̂i) = n.

Розiб’ємо послiдовнiсть (1, r2, ..., rn) на блоки (упорядкованi по-
слiдовностi чисел з дотриманням встановленого порядку) за насту-
пним правилом: кожний блок мiстить елементи, якi або всi меншi за
число rn−1, або ж всi не меншi за rn−1. Очевидно, що блоки з не-
парними номерами мiстять лише числа, що меншi за rn−1, а блоки з
парними номерами — лише тi числа, що не меншi за rn−1.
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У результатi циклiчне представлення (1, r2, ..., rn) перестановки
π розбивається на блоки

(| 1, ..., rm1 | rm1+1, ..., rm1+l1 | ... | rm1+l1+...+ls−1+1, ...

..., rm1+l1+...+ms
| rm1+l1+...+ms+1, ..., rm1+l1+...+ms+ls |), (2)

де символ | роздiляє сусiднi блоки.
Розiб’ємо тепер циклiчне представлення (1, r2, ..., rn) на блоки

за iншим правилом

(| 1, ..., rm′
1
| rm′

1+1, ..., rm′
1+l

′
1
| ... | rm′

1+l
′
1+...+l

′

s
′−1

+1, ...

..., rm′
1+l

′
1+...+m

′

s
′
| rm′

1+l
′
1+...+m

′

s
′+1, ..., rm′

1+l
′
1+...+m

′

s
′ +l

′

s
′
|), (3)

де блоки з непарними номерами мiстять лише числа, що не бiльшi
за rn−1, а блоки з парними номерами — лише тi числа, що бiльшi за
rn−1.

Кiлькiсть блокiв у рядках (2) та (3) є парною, адже
rn = n > rn−1, тобто кожен з рядкiв в (2), (3) закiнчується блоком з
парним номером 2s та 2s

′
вiдповiдно.

При цьому виконуються наступнi рiвностi:

s∑
i=1

(mi + li) =
s
′∑

i=1

(m
′

i + l
′

i) = n.

З чисел m1, m2, . . ., ms, l1, l2, . . ., ls, m
′

1, m
′

2, . . ., m
′

s′
, l

′

1, l
′

2, . . .,
l
′

s′
, якi використовуються в (2) i (3), утворимо числовi набори, тобто

скiнченнi послiдовностi натуральних чисел вигляду:

(m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms, ls), (4)

(m
′

1, l
′

1, m
′

2, l
′

2, ..., m
′

s′−1
, l

′

s′−1
, m

′

s′
, l

′

s′
), (5)

де числовий набiр (4) вiдповiдає рядку (2), а числовий набiр (5) –
рядку (3).

З побудови числового набору (4) випливає, що ls > 1, а з побудови
числового набору (5) слiдує рiвнiсть l

′

s′
= 1.

Наступнi двi леми встановлюють зв’язок мiж елементами число-
вих наборiв (4) i (5).
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Лема 1. Нехай (m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms, ls) – число-
вий набiр вигляду (4) для перестановки π ∈ Πn. Тодi числовий набiр
вигляду (5) для цiєї ж перестановки наступний:

1) (m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms + 1, 1), якщо ls = 2;
2) (m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms, ls − 2, 1, 1), якщо ls > 2.

Доведення леми 1. Побудуємо числовий набiр (5) за вiдомим
числовим набором (4).

Розглянемо випадок, коли s > 1. Оскiльки числовi набори (4) i
(5) побудованi для однiєї й тiєї ж перестановки, то довжини блокiв
у вiдповiдних їм рядках (2) i (3) з номерами вiд 1 до s − 1 однаковi.
Звiдси випливає, що m

′

i = mi, l
′

i = li, де 1 ≤ i ≤ s− 1.
Тодi якщо ls = 2, то має мiсце нерiвнiсть rn−2 < rn−1. Тодi, врахо-

вуючи рiвнiсть rn = n, при побудовi числового набору (5) мають мiсце
нерiвностi rn−2 < rn−1, rn−1 ≤ rn−1, rn > rn−1, тобто побудований за
вiдомим числовим набором (4), числовий набiр (5) можна записати у
виглядi (m1, l1,m2, l2, ... ,ms−1, ls−1,ms+1, 1). З останнього, зокрема,
випливає рiвнiсть s

′
= s.

Якщо ж ls > 2, то має мiсце нерiвнiсть rn−2 > rn−1. Враховуючи
рiвнiсть rn = n, знаходимо, що при побудовi числового набору (5)
мають мiсце нерiвностi rn−2 > rn−1, rn−1 ≤ rn−1, rn > rn−1, тобто
побудований за вiдомим числовим набором (4), числовий набiр (5)
можна записати у виглядi (m1, l1,m2, l2, ... ,ms−1, ls−1,ms, ls−2, 1, 1).
З останнього, зокрема, випливає рiвнiсть s

′
= s+ 1.

Розглянемо тепер випадок, коли s = 1. Якщо l1 = 2, то має мiсце
нерiвнiсть rn−2 < rn−1. Тодi виконуються тi самi спiввiдношення мiж
rn−2, rn−1 та rn, що й для випадку s > 1, отже, побудований за вiдо-
мим числовим набором (4), числовий набiр (5) можна представити у
виглядi (m1 +1, 1). З останнього, зокрема, випливає, що виконується
рiвнiсть s

′
= 1.

Якщо ж l1 > 2, то має мiсце нерiвнiсть rn−2 ≥ rn−1. Тодi викону-
ються тi самi спiввiдношення мiж rn−2, rn−1 та rn, що й для випадку
s > 1, отже, побудований за вiдомим числовим набором (4), число-
вий набiр (5) можна записати у виглядi (m1, l1−2, 1, 1). З останнього,
зокрема, випливає рiвнiсть s

′
= 2.

Лему 1 доведено.
Має мiсце аналогiчне лемi 1 твердження стосовно числового набо-

ру (5).
Лема 2. Нехай (m

′

1, l
′

1, m
′

2, l
′

2, ..., m
′

s′−1
, l

′

s′−1
, m

′

s′
, 1) – число-
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вий набiр вигляду (5) для перестановки π ∈ Πn. Тодi числовий набiр
вигляду (4) для цiєї ж перестановки наступний:

1) (m
′

1, l
′

1, m
′

2, l
′

2, ..., m
′

s′−1
, l

′

s′−1
+ 2), якщо m

′

s′
= 1;

2) (m
′

1, l
′

1, m
′

2, l
′

2, ..., m
′

s′−1
, l

′

s′−1
, m

′

s′
− 1, 2), якщо m

′

s′
> 1.

Доведення леми 2 аналогiчне доведенню леми 1.

Означення 4. Скiнченну послiдовнiсть символiв Bn =
(β1, β2, ... βn−1, βn) назвемо перiодичною, якщо iснує таке
натуральне число s, що її можна представити у виглядi

Bn = (Bs, Bs, ... Bs, Bs︸ ︷︷ ︸
p

), (6)

де Bs = (β1, β2, ... βs−1, βs), n = ps.

Означення 5. Якщо числовий набiр (4), що побудований за опуклою
циклiчною перестановкою π, не є перiодичним, то (4) називається
м-моделлю перестановки π. Аналогiчно, якщо числовий набiр (5), що
побудований за опуклою циклiчною перестановкою π, не є перiоди-
чним, то (5) називається р-моделлю перестановки π.

Умова неперiодичностi в означеннi 5 є суттєвою. Для того, щоб це
пояснити, розглянемо декiлька прикладiв. Почнемо з найпростiшого.

Приклад 1. Нехай c, αi ∈ I, де 1 ≤ i ≤ 4, i ∈ N,
– довiльнi фiксованi числа для яких виконуються нерiвностi
0 < α1 < c < α2 < α3 < α4 < 1. Побудуємо кусково-лiнiйне
Λ-вiдображення g1 ∈ C0(I, I), що є лiнiйним на кожному з iн-
тервалiв, кiнцями яких є сусiднi точки, i дiя якого на фiксованих
точках iнтервалу I здiйснювалася за правилом: g1|{c, αi, 1≤i≤4} =(
α1 c α2 α3 α4

α4 1 α3 α2 α1

)
.

Так побудоване вiдображення g1 має два цикли перiоду 2 однако-
вого типу: A1 = {α1, α4} i A2 = {α2, α3}. Цикли вигляду A2 властивi
монотонним вiдображенням i не обов’язково реалiзуються для унiм-
одального вiдображення, зокрема, для тент-вiдображення, бо точки
циклу розташованi на iнтервалi монотонностi вiдображення g1. Крiм
того, друга iтерацiя цього вiдображення g21 має iнтервал нерухомих
точок [α2; α3], тодi як у тент-вiдображення немає iнтервалiв нерухо-
мих чи перiодичних точок.

Приклад 2. Нехай c, βi ∈ I, де 1 ≤ i ≤ 8, i ∈ N, – довiль-
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нi числа для яких виконуються нерiвностi 0 < β1 < β2 < β3 <
c < β4 < β5 < β6 < β7 < β8 < 1. Побудуємо кусково-лiнiйне
Λ-вiдображення g2 ∈ C0(I, I), що є лiнiйним на кожному з iн-
тервалiв, кiнцями яких є сусiднi точки, дiя якого на фiксованих
точках iнтервалу I здiйснювалася за правилом: g2|{c, βi, 1≤i≤8} =(
β1 β2 β3 c β4 β5 β6 β7 β8
β5 β6 β7 1 β8 β4 β3 β2 β1

)
.

Так побудоване вiдображення g2 має два цикли перiоду 4 одна-
кового типу з циклiчним представленням (1, 3, 2, 4): B1 =
{β1, β5, β4, β8} i B2 = {β2, β6, β3, β7}.

М-модель типу циклу для циклу B1 має вигляд (1, 3).
Числовий набiр (1, 1, 1, 1), який побудовано з використанням

правила “менше або дорiвнює”, не є р-моделлю жодного з цих циклiв,
вiдповiдно до властивостi його перiодичностi.

Числовий набiр (1, 1, 1, 1) вiдповiдає за розташування точок
циклу B2 вiдносно точки c. Циклу такого вигляду немає у тент-
вiдображення, бо четверта iтерацiя цього вiдображення g42 має iн-
тервали нерухомих точок [β2; β3] i [β6; β7].

Числовий набiр (1, 1, 1, 1) не є р-моделлю типу циклу з мiркувань
символьної динамiки. Дiйсно, що в символьнiй динамiцi елементи
траєкторiї точки x кодуються наступним чином: точцi gi2(x) ставиться
у вiдповiднiсть 0, якщо gi2(x) ∈ [0; c], i 1, якщо gi2(x) ∈ [c; 1]. Тому то-
чцi β2 циклу B2 вiдповiдає символьна послiдовнiсть (0101 . . . 01 . . .),
в той же час як ця символьна послiдовнiсть вiдповiдає перiодичнiй
точцi перiоду 2, що знаходиться на iнтервалi (β2; β3).

Приклад 3. У попередньому прикладi опукла вгору циклi-

чна перестановка
(

1 2 3 4
3 4 2 1

)
мала м-модель, але не

мала р-модель. Навпаки, опукла вгору циклiчна перестанов-

ка
(

1 2 3 4 5 6 7 8
5 6 8 7 4 3 2 1

)
з циклiчним представленням

(1, 5, 4, 7, 2, 6, 3, 8) не має м-моделi i має р-модель:
(1, 3, 1, 1, 1, 1).

Приклад 4. Опукла вгору циклiчна перестановка
(

1 2 3
2 3 1

)
одночасно має як м-модель — (1, 2), так i р-модель — (2, 1).

Приклади 2–4, зокрема, демонструють, що опукла вгору циклiчна
перестановка може мати або тiльки м-модель, або тiльки р-модель,
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або одночасно м-модель та р-модель.
У наступному роздiлi доводиться, що опукла перестановка має

хоча б одну модель.

4. Iснування моделi опуклої вгору перестановки. Щоб дове-
сти, що перестановка π ∈ Πn має хоча б одну модель, достатньо,
використовуючи леми 1 i 2 про зв’язок мiж числовими наборами (4)
i (5) для перестановки π, показати наступне:

1) якщо числовий набiр (4) є перiодичною послiдовнiстю в розу-
мiннi означення 4, то числовий набiр (5) не є перiодичною послiдов-
нiстю;

2) якщо числовий набiр (5) є перiодичною послiдовнiстю, то чи-
словий набiр (4) не є перiодичною послiдовнiстю.

Цi два твердження описують властивостi специфiчних перiоди-
чних послiдовностей i тому їх можна розглядати окремо вiд власти-
востей опуклих перестановок, а саме: як комбiнаторнi властивостi
перiодичних послiдовностей.

Доповнимо поняття перiодичної послiдовностi (означення 4) по-
няттям перiоду цiєї послiдовностi.

Означення 6. Послiдовнiсть чисел
Bn = (β1, β2, ... βn−1, βn)

називається перiодичною, якщо виконуються наступнi умови:
1) iснує таке число s > 1, де s ∈ N – дiльник числа n i n = ps,

що для довiльних чисел 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ k ≤ p − 1 має мiсце рiвнiсть
βsk+i = βi;

2) для довiльного числа s1 < s, де s1 ∈ N, iснують такi числа
i0, k0, де 1 ≤ i0 ≤ s1, 1 ≤ k0 ≤ p1 − 1, що виконується нерiвнiсть
βs1k0+i0 ̸= βi0 .

Число s називається перiодом послiдовностi Bn.
З означення 6, зокрема, випливає, що послiдовнiсть Bn є неперi-

одичною, якщо для довiльного числа s
′

– дiльника числа n iснують
такi числа 1 ≤ i0 ≤ s

′
i 1 ≤ j0 ≤ p

′ − 1, де n = s
′
p

′
, що виконується

нерiвнiсть βs′ j0+i0 ̸= βi0 .
Мають мiсце наступнi леми.

Лема 3. Якщо послiдовнiсть Bn = (β1, β2, ... βn−2, βn−1, 2) є
перiодичною, то послiдовнiсть B

′

n = (β1, β2, ... βn−2, βn−1 + 1, 1)
не є перiодичною.
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Доведення леми 3. Для довiльного дiльника s
′
числа n доведе-

мо, що числова послiдовнiсть B
′

n не є перiодичною з перiодом s
′
.

Оскiльки послiдовнiсть Bn є перiодичною, то iснує такий перiод
цiєї послiдовностi s ∈ N, де n = sp, що її можна представити у виглядi
(6), де Bs = (β1, β2, ... βs−1, 2).

Використовуючи зображення (6) послiдовностi Bn, ї ї можна пред-
ставити у виглядi таблицi

Bn =


β1, β2, ..., βs−1, 2,
βs+1, βs+2, ..., βs+s−1, 2,
... ... ... ... ...
βs(p−2)+1, βs(p−2)+2, ..., βs(p−2)+s−1, 2,
βs(p−1)+1, βs(p−1)+2, ..., βs(p−1)+s−1, 2

 ,

де s — кiлькiсть стовпцiв таблицi, а p — кiлькiсть рядкiв таблицi,
причому елементи кожного стовпця таблицi рiвнi мiж собою, тобто
виконуються рiвностi βsk+i = βi, де 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ k ≤ p− 1.

Доведемо, що послiдовнiсть B
′

n = (β1, β2, ... βn−2, βn−1+1, 1) не
є перiодичною. Вiд супротивного, припустимо, що B

′

n — перiодична
послiдовнiсть.

Розглянемо два випадки залежно вiд того число n просте чи скла-
дене.

Якщо число n просте, то для елементiв перiодичної послiдовностi
Bn мають мiсце рiвностi βi = 2, де 1 ≤ i ≤ n− 1, оскiльки βn = 2.

З iншого боку, для перiодичної послiдовностi B
′

n, використовуючи
рiвнiсть βn = 1, отримуємо рiвностi βi = 1, де 1 ≤ i ≤ n−2, i βn−1 = 0.

Отже, одержали суперечнiсть, тобто якщо n просте число, то по-
слiдовнiсть B

′

n неперiодична.
Розглянемо тепер випадок, коли число n складене. Нехай s

′
– до-

вiльний дiльник числа n такий, що s
′
p

′
= n, є перiодом перiодичної

числової послiдовностi B
′

n.
Розiб’ємо доведення на три частини залежно вiд того, яке з на-

ступних спiввiдношень має мiсце:
1) s

′
< s;

2) s
′
= s;

3) s
′
> s.

Розглянемо випадок, коли s
′
< s. Нехай спочатку s

′
= 2. Тодi

число s можна записати у виглядi s = 2m + l, де 1 ≤ l ≤ 2, 0 ≤ m ≤
p

′ − 1. Розглянемо всi можливi значення числа l. Нехай l = 1. Тодi
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послiдовнiсть B
′

n можна представити у виглядi таблицi:

B
′

n =



β1, β2,
... ...
βs−2, βs−1,
2, βs+1,
... ...
βs(p−2)+s−2, βs(p−2)+s−1,
2, βs(p−1)+1,
... ...
βs(p−1)+s−3, βs(p−1)+s−2,
βs(p−1)+s−1 + 1, 1


. (7)

Оскiльки послiдовнiсть Bn перiодична з перiодом s, то має мiсце,
зокрема, рiвнiсть βs(p−1)+s−2 = βs(p−2)+s−2. З iншого боку, якщо s

′
=

2 – перiод послiдовностi B
′

n, то виконуються рiвностi β2k+i = βi, де
1 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ k ≤ p

′ − 2 i β2(p′−1)+1 + 1 = β1, β2p′ = β2.
Використовуючи зображення (7) перiодичної послiдовностi B

′

n,
отримаємо наступнi спiввiдношення β2k+1 = 2, β2k+2 = 1,
де 0 ≤ k ≤ p

′ − 2 i β2(p′−1)+1 = 1. Оскiльки виконую-
ться рiвностi s = 2m + 1, p = n

2m+1 , 2p
′

= n, то отри-
муємо, що рiвнiсть βs(p−1)+s−2 = βs(p−2)+s−2 еквiвалентна такiй
β2(p′−1) = β2(p′−m−2)+1. Але згiдно з властивiстю перiодичностi B

′

n

виконуються рiвностi β2(p′−1) = 1, β2(p′−m−2)+1 = 2.
Отже, маємо суперечнiсть, тобто, якщо перiод послiдовностi Bn

можна подати у виглядi s = 2m+1, то послiдовнiсть B
′

n неперiодична
з перiодом 2.

Нехай l = 2. Тодi послiдовнiсть B
′

n можна представити у виглядi
таблицi:

B
′

n =



β1, β2,
... ...
βs−3, βs−2,
βs−1, 2,
... ...
βs(p−2)+s−3, βs(p−2)+s−2,
βs(p−2)+s−1, 2,
... ...
βs(p−1)+s−3, βs(p−1)+s−2,
βs(p−1)+s−1 + 1, 1


. (8)
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Якщо s
′
= 2 – перiод послiдовностi B

′

n, то виконуються рiвностi
β2k+i = βi, де 1 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ k ≤ p

′ − 2 i β2(p′−1)+1 +1 = β1, β2p′ = β2.

Використовуючи зображення (8) послiдовностi B
′

n, отримуємо,
зокрема, наступнi спiввiдношення β2p′ = 1, β2(p′−m) = 2. Але згiдно
з властивiстю перiодичностi B

′

n виконується рiвнiсть β2p′ = β2(p′−m).
Таким чином, маємо суперечнiсть, тобто, якщо перiод послiдов-

ностi Bn можна подати у виглядi s = 2(m + 1), то послiдовнiсть B
′

n

неперiодична з перiодом 2.
Аналогiчно попереднiм мiркуванням доводиться, що довiльний

дiльник s
′

числа n, для якого виконується нерiвнiсть s
′
< s, не є

перiодом числової послiдовностi B
′

n.
Нехай s

′
= q – довiльний дiльник числа n, для якого виконується

нерiвнiсть s
′
< s, i q є перiодом перiодичної послiдовностi B

′

n. Тодi
число s можна представити у виглядi s = qm + l, де 1 ≤ l ≤ q,
0 ≤ m ≤ p

′ − 1. Розглянемо два випадки залежно вiд значення числа
l, а саме випадок 1 ≤ l < q та l = q.

Нехай спочатку виконується нерiвнiсть 1 ≤ l < q. Тодi оскiльки
послiдовнiсть Bn перiодична з перiодом s, то має мiсце, зокрема, рiв-
нiсть βs(p−1)+s−q = βs(p−2)+s−q. З iншого боку, якщо s

′
= q – перiод

послiдовностi B
′

n, то виконуються рiвностi βqk+i = βi, де 1 ≤ i ≤ q,
0 ≤ k ≤ p

′ − 1, окрiм пари значень k = p
′ − 1 та i = q − 1, для яких

має мiсце рiвнiсть βq(p′−1)+q−1 + 1 = βq−1.

Оскiльки виконуються рiвностi s = qm+ l, qp
′
= n, то отримуємо,

що рiвнiсть βs(p−1)+s−q = βs(p−2)+s−q еквiвалентна такiй βq(p′−1) =
βq(p′−m−1)−l.

Але згiдно з властивiстю перiодичностi B
′

n виконуються рiвностi
βq(p′−1) = 1, βq(p′−m−1)−l = 2. Отже, маємо суперечнiсть, тобто якщо
перiод послiдовностi Bn можна записати у виглядi s = qm + l, де
1 ≤ l < q, то послiдовнiсть B

′

n неперiодична з перiодом q.
Нехай l = q. Якщо s

′
= q – перiод послiдовностi B

′

n, то вико-
нуються рiвностi βqk+i = βi, де 1 ≤ i ≤ q, 0 ≤ k ≤ p

′ − 1, окрiм
пари значень k = p

′ − 1 та i = q − 1, для яких має мiсце рiвнiсть
βq(p′−1)+q−1 + 1 = βq−1. Зокрема, мають мiсце наступнi спiввiдноше-
ння βqp′ = 1, βq(p′−m) = 2.

Але згiдно з властивiстю перiодичностi B
′

n виконується рiвнiсть
βqp′ = βq(p′−m). Отже, одержали суперечнiсть, тобто якщо перiод
послiдовностi Bn можна представити у виглядi s = q(m + 1), то по-
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слiдовнiсть B
′

n неперiодична з перiодом q.
Використовуючи попереднi викладки, маємо, що послiдовнiсть B

′

n

неперiодична з перiодом s
′
, для якого виконується нерiвнiсть що s

′
<

s.
Розглянемо тепер випадок, коли s

′
= s. Послiдовнiсть B

′

n можна
представити у виглядi таблицi:

B
′

n =


β1, β2, ..., βs−1, 2,
βs+1, βs+2, ..., βs+s−1, 2,
... ... ... ... ...
βs(p−2)+1, βs(p−2)+2, ..., βs(p−2)+s−1, 2,
βs(p−1)+1, βs(p−1)+2, ..., βs(p−1)+s−1 + 1, 1

 ,

де s = s
′

– кiлькiсть стовпцiв таблицi, а p = p
′

– кiлькiсть рядкiв
таблицi.

Оскiльки послiдовнiсть B
′

n перiодична з перiодом s
′
, то викону-

ються рiвностi βs′k+i = βi, де 1 ≤ i ≤ s
′
, 0 ≤ k ≤ p

′ − 1, окрiм
пари значень k = p

′ − 1 та i = s
′
k − 1, для яких має мiсце рiвнiсть

βs′k(p′−1)+s′k−1 + 1 = βs′k−1. Зокрема, виконуються спiввiдношення
βs′p′ = 1, βs′ (p′−1) = 2.

Таким чином, маємо суперечнiсть, тобто послiдовнiсть B
′

n неперi-
одична з перiодом s

′
= s.

Розглянемо останнiй випадок, коли s
′
> s. Аналогiчно попереднiм

мiркуванням доведемо, що довiльний дiльник s
′

числа n, для якого
виконується нерiвнiсть s

′
> s, не є перiодом числової послiдовностi

B
′

n.
Дiйсно, припустимо супротивне, тобто нехай s

′
= q – довiльний

дiльник числа n, для якого q > s, i q є перiодом перiодичної послi-
довностi B

′

n. Тодi число q можна записати у виглядi q = sm + l, де
1 ≤ l ≤ s, 0 ≤ m ≤ p − 1. Розглянемо два випадки залежно вiд
значення числа l, а саме: випадок 1 ≤ l < s та l = s.

Нехай спочатку виконується нерiвнiсть 1 ≤ l < s. Тодi оскiль-
ки послiдовнiсть Bn перiодична з перiодом s, то має мiсце, зокре-
ма, рiвнiсть βs(p−1)+s−q = βs(p−2)+s−q. З iншого боку, якщо s

′
= q

– перiод послiдовностi B
′

n, то виконуються рiвностi βqk+i = βi, де
1 ≤ i ≤ q, 0 ≤ k ≤ p

′ − 1, окрiм пари значень k = p
′ − 1 та i = q − 1,

для яких має мiсце рiвнiсть βq(p′−1)+q−1 + 1 = βq−1. Оскiльки ви-
конуються рiвностi q = sm + l, qp

′
= n, то отримуємо, що рiвнiсть

βs(p−1)+s−q = βs(p−2)+s−q еквiвалентна такiй βq(p′−1) = βq(p′−1)−s.
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Але згiдно з властивiстю перiодичностi B
′

n виконуються рiвностi
βq(p′−1) = 1, βq(p′−1)−s = 2. Отже, маємо суперечнiсть, тобто якщо
перiод послiдовностi B

′

n можна подати у виглядi q = sm + l, де 1 ≤
l < s, то послiдовнiсть B

′

n неперiодична з перiодом q.
Нехай тепер l = s. Якщо s

′
= q – перiод послiдовностi B

′

n, то ви-
конуються рiвностi βqk+i = βi, де 1 ≤ i ≤ q, 0 ≤ k ≤ p

′ − 1, окрiм
пари значень k = p

′ − 1 та i = q − 1, для яких має мiсце рiвнiсть
βq(p′−1)+q−1 + 1 = βq−1. Зокрема, мають мiсце наступнi спiввiдноше-
ння βqp′ = 1, βq(p′−1) = 2.

Але згiдно з властивiстю перiодичностi B
′

n виконується рiвнiсть
βqp′ = βq(p′−1). Отже, маємо суперечнiсть, тобто якщо перiод послi-
довностi B

′

n можна представити у виглядi q = s(m+ 1), то послiдов-
нiсть B

′

n неперiодична з перiодом q.
Таким чином, послiдовнiсть B

′

n неперiодична з довiльним перiо-
дом s

′
, для якого s

′
> s.

Лему 3 доведено.

Лема 4. Якщо послiдовнiсть
Bn = (β1, β2, ... βn−2, βn−1, βn),

де βn > 2, є перiодичною, то послiдовнiсть
B

′

n+2 = (β1, β2, ... βn−2, βn−1, βn − 2, 1, 1)
не є перiодичною.

Доведення леми 4. Для довiльного дiльника s
′
числа n+ 2 до-

ведемо, що числова послiдовнiсть B
′

n+2 не є перiодичною з перiодом
s
′
.
Оскiльки послiдовнiсть Bn перiодична, то iснує такий перiод цiєї

послiдовностi s ∈ N, де n = ps, що її можна записати у виглядi (6),
де Bs = (β1, β2, ... βs−1, βs), βs > 2.

Використовуючи зображення (6) послiдовностi Bn, ї ї можна пред-
ставити у виглядi таблицi

Bn =


β1, β2, ..., βs−1, βs,
βs+1, βs+2, ..., βs+s−1, βs,
... ... ... ... ...
βs(p−2)+1, βs(p−2)+2, ..., βs(p−2)+s−1, βs,
βs(p−1)+1, βs(p−1)+2, ..., βs(p−1)+s−1, βs

 ,

де s – кiлькiсть стовпцiв таблицi, p – кiлькiсть рядкiв таблицi, а βs >
2, причому елементи кожного стовпця таблицi рiвнi мiж собою, тобто
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виконуються рiвностi βsk+i = βi, де 1 ≤ i ≤ s, 0 ≤ k ≤ p− 1.
Покажемо, що послiдовнiсть

B
′

n+2 = (β1, β2, ... βn−2, βn−1, βn − 2, 1, 1)

не є перiодичною. Для цього скористаємося методом доведення вiд
супротивного, припустивши, що B

′

n+2 – перiодична послiдовнiсть.
Розглянемо два випадки, залежно вiд того: число n+ 2 просте чи

складене.
Якщо число n+ 2 просте, то для елементiв перiодичної послiдов-

ностi B
′

n+2 мають мiсце рiвностi βi = 1, де 1 ≤ i ≤ n − 1, i βn = 3,
оскiльки βn+1 = βn+2 = 1. З iншого боку, для перiодичної послi-
довностi Bn, використовуючи рiвнiсть βn = 3, отримаємо рiвностi
βsk+s = 3, де 0 ≤ k ≤ p − 1. Отже, маємо суперечнiсть, тобто якщо
n+ 2 просте число, то послiдовнiсть B

′

n+2 неперiодична.
Розглянемо тепер випадок, коли число n + 2 складене. Нехай s

′

– довiльний дiльник числа n + 2, такий, що s
′
p

′
= n + 2, є перiодом

перiодичної числової послiдовностi B
′

n+2. Розiб’ємо доведення на три
частини, залежно вiд того, яке з наступних спiввiдношень має мiсце:

1) s
′
< s;

2) s
′
= s;

3) s
′
> s.

Розглянемо спочатку випадок, коли s
′
< s i поважемо, що довiль-

ний дiльник s
′

числа n+ 2, для якого виконується нерiвнiсть s
′
< s,

не є перiодом числової послiдовностi B
′

n+2.
Позначимо s

′
= q – довiльний дiльник числа n + 2, для якого

s
′
< s, i q є перiодом перiодичної послiдовностi B

′

n+2. Оскiльки послi-
довнiсть Bn перiодична з перiодом s, то має мiсце, зокрема, рiвнiсть
βs(p−1)+s−q = βs(p−2)+s−q. З iншого боку, якщо s

′
= q – перiод по-

слiдовностi B
′

n+2, то виконуються рiвностi βqk+i = βi, де 1 ≤ i ≤ q,
0 ≤ k ≤ p

′ − 1, окрiм пари значень k = p
′ − 1 та i = q − 2, для яких

має мiсце рiвнiсть βq(p′−1)+q−2 − 2 = βq−2.

Оскiльки виконуються рiвностi sp = n, qp
′
= n+ 2, то отримуємо,

що рiвнiсть βs(p−1)+s−q = βs(p−2)+s−q еквiвалентна такiй βq(p′−1)−2 =

βq(p′−1)−s−2. Але згiдно з властивiстю перiодичностi B
′

n виконуються
рiвностi βq(p′−1)−2 = βqp′−2 = βn−2 + 2, βq(p′−1)−s−2 = βqp′−s−2 =

βn−s−2 = βn−2. Отже, маємо суперечнiсть, тобто послiдовнiсть B
′

n+2

неперiодична з перiодом s
′
, для якого s

′
< s.

Розглянемо тепер випадок, коли s
′
= s. З рiвностей ps = n,
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s
′
p

′
= n + 2, отримуємо, що s

′
= s = 2. Тодi для послiдовностi B

′

n+2

мають мiсце рiвностi βi = 1, де 1 ≤ i ≤ n − 1, i βn = 3, оскiльки
βn+1 = βn+2 = 1. З iншого боку, для перiодичної послiдовностi Bn,
використовуючи рiвнiсть βn = 3, отримуємо рiвностi βsk+s = 3, де
0 ≤ k ≤ p − 1. Отже, знову маємо суперечнiсть, тобто послiдовнiсть
B

′

n неперiодична з перiодом s
′
= s.

Останнiй випадок, коли s
′
> s, розглядається аналогiчно. Доводи-

ться, що довiльний дiльник s
′
числа n, для якого s

′
> s, не є перiодом

числової послiдовностi B
′

n.
Лему 4 доведено.
Мають мiсце наступнi твердження, якi аналогiчнi лемам 3 i 4.

Лема 5. Якщо послiдовнiсть
Bn = (β1, β2, ..., βn−3, βn−2, 1, 1)

є перiодичною, то послiдовнiсть
B

′

n−2 = (β1, β2, ..., βn−3, βn−2 + 2)
не є перiодичною.

Лема 6. Якщо послiдовнiсть
Bn = (β1, β2, ... βn−2, βn−1, 1),

де βn−1 > 1, є перiодичною, то послiдовнiсть
B

′

n = (β1, β2, ... βn−2, βn−1 − 1, 2)
не є перiодичною.

Доведення лем 5 i 6 виконується за допомогою мiркувань, що
аналогiчнi тим, якi використано при доведеннi лем 3 i 4.

З властивостей перiодичних послiдовностей, якi описано в лемах
3–6, випливає наступна властивiсть опуклих вгору циклiчних пере-
становок.

Твердження 4. Числовi набори (4) i (5) для опуклої вгору циклi-
чної перестановки одночасно не є перiодичними послiдовностями.

Доведення твердження 4. Припустимо, що числовий набiр ви-
гляду (4) є перiодичною послiдовнiстю. Використовуючи лему 1, роз-
глянемо два випадки, залежно вiд значення елемента ls.

Якщо ls = 2, то числовий набiр вигляду (5) записується наступним
чином (m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms + 1, 1). Тодi за лемою 3
такий числовий набiр вигляду (5) не є перiодичним.

Якщо ls > 2, то числовий набiр вигляду (5) записується наступним
чином (m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms, ls−2, 1, 1). Тодi за лемою
4 такий числовий набiр вигляду (5) не є перiодичним.
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Припустимо, що числовий набiр вигляду (5) є перiодичною послi-
довнiстю. Використовуючи лему 2, розглянемо два випадки, залежно
вiд значення елемента m

′

s′
.

Якщо m
′

s′
= 1, то числовий набiр вигляду (4) записується насту-

пним чином (m
′

1, l
′

1, m
′

2, l
′

2, ..., m
′

s′−1
, l

′

s′−1
+ 2). Тодi за лемою 5

такий числовий набiр вигляду (4) не є перiодичним.
Якщо m

′

s′
> 1, то числовий набiр вигляду (4) записується насту-

пним чином (m
′

1, l
′

1, m
′

2, l
′

2, ..., m
′

s′−1
, l

′

s′−1
, m

′

s′
− 1, 2). Тодi за

лемою 6 такий числовий набiр вигляду (4) не є перiодичним.
Твердження 4 доведено.

5. Вага опуклої вгору циклiчної перестановки. У подальшо-
му використовується поняття моделi i ваги опуклої вгору циклiчної
перестановки.

Означення 7. Вагою числового набору
(m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls)

називається число

σ =

s∑
i=1

(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

. (9)

Наступна лема обґрунтовує необхiднiсть неперiодичностi числово-
го набору в означеннi моделi опуклої циклiчної перестановки.

Лема 7. Ваги числових наборiв
Bk = (m1, l1,m2, l2, ... ,mk, lk)

та Bs = (Bk, Bk, ... Bk, Bk︸ ︷︷ ︸
p

), де s = kp, однаковi.

Доведення леми 7. З конструкцiї числового наборуBs випливає,
що для його елементiв виконується наступна умова: для довiльних
чисел 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ p − 1 мають мiсце рiвностi mjk+i = mi,
ljk+i = li.

Згiдно означення (7) вага числового Bs набору визначається за
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його елементами формулою

σ(Bs) =

s∑
i=1

(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

.

Оскiльки
s∑
i=1

li = p
k∑
i=1

li i
s∑
i=1

mi = p
k∑
i=1

mi, то знаменник в формулi

для σ(Bs) можна записати таким чином:

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

= 1−

(−2)

k∑
i=1

li
2

k∑
i=1

mi

p

=

=

1− (−2)

k∑
i=1

li
2

k∑
i=1

mi

 p∑
i=1

(−2)

k∑
j=1

lj
2

k∑
j=1

mj

p−i

.

Аналогiчно, скориставшись тепер тим, що s = kp та виконуються
рiвностi mjk+i = mi i ljk+i = li при 1 ≤ i ≤ k та 1 ≤ j ≤ p − 1
розкладемо чисельник в формулi для σ(Bs) на множники наступним
чином:

s∑
i=1

(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li) =

=

(
(−2)

k∑
j=1

lj
2

k∑
j=1

mj

)p−1(
(−2)

k∑
j=2

lj
2

k∑
j=2

mj

(1− (−2)l1)+

+(−2)

k∑
j=3

lj
2

k∑
j=3

mj

(1− (−2)l2) + ...

... +(−2)lk2mk(1− (−2)lk−1) + (1− (−2)lk)

)
+

+

(
(−2)

k∑
j=1

lj
2

k∑
j=1

mj

)p−2(
(−2)

k∑
j=2

lj
2

k∑
j=2

mj

(1− (−2)l1) + ...

...+ (1− (−2)lk)

)
+ ... +

(
(−2)

k∑
j=2

lj
2

k∑
j=2

mj

(1− (−2)l1) + ...
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...+ (−2)ls2mk(1− (−2)lk−1) + (1− (−2)lk)

)
=

=

 k∑
i=1

(−2)

k∑
j=i+1

lj
2

k∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

×

×
p∑
i=1

(−2)

k∑
j=1

lj
2

k∑
j=1

mj

p−i

.

Скоротивши чисельник i знаменник дробу, з якого визначається

σ(Bs), на вираз
p∑
i=1

(−2)

k∑
j=1

lj
2

k∑
j=1

mj

p−i

, отримаємо, що

σ(Bs) = σ(Bk) =

k∑
i=1

(−2)

k∑
j=i+1

lj
2

k∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li))

1− (−2)

k∑
i=1

li
2

k∑
i=1

mi

.

Лему 7 доведено.
В означеннi 5 визначено поняття м-моделi та р-моделi опуклої ци-

клiчної перестановки. Оскiльки м-модель i р-модель — це числовi не-
перiодичнi набори, то для них можна визначити поняття ваги моделi
та поставити у вiдповiднiсть опуклiй циклiчнiй перестановцi тiльки
одну модель.

Означення 8. Моделлю опуклої циклiчної перестановки назива-
ється та модель з м-моделi або р-моделi, яка має бiльшу вагу. Вiд-
повiдно, вага цiєї моделi називається вагою перестановки.

Вага опуклої циклiчної перестановки π позначається σπ.
Скористаємося отриманими властивостями опуклих вгору циклi-

чних перестановок для дослiдження циклiв неперервних вiдображень
iнтервалу.

6. Iнтерпретацiя поняття ваги перестановки з точки зору
одновимiрної динамiки. Геометричний змiст ваги пояснює насту-
пна лема.
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Лема 8. Нехай (m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls) — модель опуклої циклi-
чної перестановки π. Тент-вiдображення має цикл типу π, коорди-
ната мiнiмальної точки α якого дорiвнює:

α =
2

3

s∑
i=1

(
(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

.

Доведення леми 8. Запишемо тент-вiдображення у наступному
виглядi:

x 7−→
{

f1 = 2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,
f2 = −2x+ 2, 1/2 < x ≤ 1.

Це вiдображення має наступнi властивостi:
1) f1([0; 1

2 ]) = [0; 1] = f2([
1
2 ; 1]);

2) iнтервал [0; 1] можна подати як об’єднання iнтервалiв вигляду
Mm = [ 1

2m+1 ;
1
2m ], m = 0, 1, 2, ..., де fm1 (Mm) = [ 12 ; 1];

3) iнтервал [0; 1] можна подати як об’єднання iнтервалiв вигляду
Ll, l = 0, 1, 2, ..., де Ll = [xl;xl+2] при парних значеннях l та Ll =
[xl+2;xl] при непарних значеннях l, де xl = 2

3 (1− (− 1
2 )
l) i при цьому

f l2(Ll) = [0; 1
2 ].

З властивостей 1)-3) тент-вiдображення випливає, що для будь-
якого набору натуральних чисел (m

′

1, l
′

1,m
′

2, l
′

2, ... ,m
′

s′
, l

′

s′
) iснує

така точка x
′ ∈ [0; 1

2 ], що її координату для n
′
-ої iтерацiї тент-

вiдображення, де n
′
=

s
′∑

i=1

(mi′+l
′

i), можна записати наступним чином:

f
l
′

s
′

2 (f
m

′

s
′

1 (...(f
l
′
2

2 (f
m

′
2

1 (f
l
′
1

2 (f
m

′
1

1 (x
′
)))))...)). (10)

Дiйсно, розглянемо iнтервал Mm
′
1
. З властивостей 2), 3) виплива-

ють наступнi рiвностi fm
′
1

1 (Mm
′
1
) = [ 12 ; 1] =

∞∪
l=1

Ll. Звiдси, враховуючи

лiнiйнiсть f1, знаходимо, що iснує єдиний замкнений пiдiнтервал iн-
тервалу Mm

′
1
, який позначимо Mm

′
1l

′
1
, для якого виконується умова

f
m

′
1

1 (Mm
′
1l

′
1
) = Ll′1

.
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З властивостей 2)–3) отримуємо, що виконуються наступнi рiвно-

стi f l
′
1

2 ◦ fm
′
1

1 (Mm
′
1l

′
1
) = [0; 1

2 ] =
∞∪
m=1

Mm. Звiдси випливає iснування

єдиного замкненого пiдiнтервалу iнтервалу Mm
′
1l

′
1
, який позначимо

Mm
′
1l

′
1m

′
2
, для якого виконується умова f l

′
1

2 ◦ fm
′
1

1 (Mm
′
1l

′
1m

′
2
) =Mm

′
2
.

Повторюючи мiркування для iнтервалу Mm
′
1l

′
1m

′
2

аналогiчнi тим,
якi проведено стосовно iнтервалу Mm

′
1
, показуємо iснування такого

замкненого iнтервалу, для кожної точки x
′
якого має мiсце (10).

Перетворимо формулу (10), використовуючи аналiтичнi формули
вiдображень f1 i f2. Очевидно, що для довiльних m i l мають мiсце
наступнi рiвностi:

fm1 (x) = 2mx, f l2(x) = (−2)lx+
2

3
(1− (−2)l). (11)

З (11) випливає, що (10) записується таким чином:

f
l
′

s
′

2 (f
m

′

s
′

1 (...(f
l
′
2

2 (f
m

′
2

1 (f
l
′
1

2 (f
m

′
1

1 (x
′
)))))...)) =

=
2

3

s
′∑

i=1

(−2)

s
′∑

j=i+1
l
′
j

2

s
′∑

j=i+1
m

′
j

(1− (−2)l
′
i) + (−2)

s
′∑

i=1
l
′
i

2

s
′∑

i=1
m

′
i

x
′
. (12)

З (12) випливає, що точка x
′
, що значення якої визначено форму-

лою

x
′
=

2

3

s
′∑

i=1

(−2)

s
′∑

j=i+1
l
′
j

2

s
′∑

j=i+1
m

′
j

(1− (−2)l
′
i)

1− (−2)

s
′∑

i=1
l
′
i
2

s
′∑

i=1
m

′
i

,

є перiодичною точкою тент-вiдображення, причому єди-
ною точкою, що вiдповiдає довiльному числовому набору
(m

′

1, l
′

1,m
′

2, l
′

2, ... ,m
′

s′
, l

′

s′
), бо рiвняння для її знаходження,

складене на основi формули (12), є лiнiйним.
Перiод цiєї точки є дiльником числа n

′
, а iншi точки циклу,

якому вона належить, мiстяться в iнтервалах Mm′ i Ll′ з вiдпо-
вiдними iндексами, якi визначаються елементами числового набору
(m

′

1, l
′

1,m
′

2, l
′

2, ... ,m
′

s′
, l

′

s′
).
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Нехай (m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls) — модель опуклої циклiчної пере-

становки π, а n =
s∑
i=1

(mi+li). Згiдно з означенням 3 для перестановки

π =

(
1 2 ... i ... n
j1 j2 ... ji ... jn

)
виконуються нерiвностi ji < ji+1 при 1 ≤ i < î та ji > ji+1 при
î ≤ i < n, при цьому n > 2, 2 ≤ î ≤ n− 1 та π(̂i) = n.

Не втрачаючи загальностi, припустимо, що модель
(m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls) перестановки π є м-моделлю (доведен-
ня для випадку р-моделi проводиться аналогiчно). Позначимо через
π1 обмеження вiдображення π на множину {1, 2, ..., î− 1}, а через π2
— обмеження вiдображення π на множину {̂i, î+ 1, ..., n}.

Якщо модель перестановки π є р-моделлю, то через π1 позначи-
мо обмеження перестановки π на множину {1, 2, ..., î}, а через π2 —
обмеження перестановки π на множину {̂i+ 1, î+ 2, ..., n}.

З властивостей перестановки π випливає, що π1 — монотонно зро-
стаюче вiдображення, а π2 — монотонно спадне.

Використовуючи вiдображення π1 i π2 та означення м-моделi, ци-
клiчне представлення перестановки π можна записати у наступному
виглядi (

π1(1), ..., π
m1
1 (1), π2(π

m1
1 (1)), ..., πl12 (πm1

1 (1)), ...,

.., πls2 (πms
1 (...πl12 (πm1

1 (1))...))
)
.

Вище доведено, що для будь-якого числового набору, а отже, i для
числового набору (m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls), який є м-моделлю пере-
становки π, iснує така перiодична точка α ∈ [0; 1

2 ] тент-вiдображення,
що

α =
2

3

s∑
i=1

(
(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

,

а цикл, якому вона належить, є наступною множиною{
f1(α), ..., f

m1
1 (α), f2(f

m1
1 (α)), ..., f l12 (fm1

1 (α)), ...,
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.., f ls2 (fms
1 (...f l12 (fm1

1 (α))...))
}
, (13)

яку позначимо B.
Обмеження тент-вiдображення на цикл B — це циклiчна пере-

становка, що визначена на множинi B. Позначимо її π′. Оскiльки
згiдно з означенням м-модель перестановки π є неперiодичною послi-
довнiстю, то множина B складається з n рiзних елементiв, тобто α є
перiодичною точкою перiоду n.

Будь-який цикл тент-вiдображення перiоду бiльшого, нiж 2, має
точки як на iнтервалi [0; 1

2 ], так i на iнтервалi [ 12 ; 1]. Тому на всi еле-
менти перестановки π′, якi меншi за точку 1

2 , дiє монотонно зростаюче
вiдображення f1, а на всi iншi – монотонно спадне вiдображення f2.

Отже, перестановка π′ є опуклою вгору перестановкою, а послi-
довнiсть з формули (13) є її циклiчним зображенням.

Крiм того, кожному елементу πi(1), i = 1, 2, ..., n, перестановки π
можна взаємно однозначно поставити у вiдповiднiсть елемент (π′)i(α)
перестановки π′.

Звiдси випливає, що α є найменшою точкою циклу B.
Лему 8 доведено.

Зауваження 3. Варто вiдмiтити, що не будь-який неперiоди-
чний числовий набiр може бути моделлю опуклої циклiчної пере-
становки.

7. Доведення теореми 1. Необхiдно показати еквiвалентнiсть
наступних тверджень:

1) π ∈ Σ;
2) π є типом деякого циклу тент-вiдображення;
3) π є типом деякого циклу Λ-вiдображення.
Очевидно, що тент-вiдображення є Λ-вiдображенням. Тому для

доведення теореми 1 достатньо довести еквiвалентнiсть тверджень
1) i 3). Твердження 2) включено в формулювання теореми 1, бо тент-
вiдображення детально вивчено в теорiї динамiчних систем.

Покажемо, що з твердження 1) теореми 1 випливає її твердження
3). Нехай π ∈ Σ. Множина Σ складається з циклiчних перестановок
довжин 1 i 2 та всiх опуклих вгору циклiчних перестановок. Розгля-
немо Λ-вiдображення g, для якого виконуються наступнi умови (див.
означення 2):

1) g(0) = g(1) = 0;
2) iснує така точка a, де 0 < a < 1, що g(a) = 1;
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3) g(x) монотонно не спадає на вiдрiзку [0; a] i монотонно не зро-
стає на вiдрiзку [a; 1].

Покажемо, що вiдображення g має цикл, типом якого є будь-яка
перестановка π ∈ Σ.

З умови 1) вiдображення g теореми 1 випливає, що вiдображення

g має нерухому точку 0, тобто цикл типу
(

1
1

)
.

З записаних вище умов 1) i 2) вiдображення g випливають насту-
пнi рiвностi множин:

g([0; a]) = [0; 1] = g([a; 1]).

Звiдси i з властивостi неперервностi вiдображення g випливає
iснування циклу перiоду 2, типом якого є наступна перестановка(

1 2
2 1

)
.

Тепер треба довести, що вiдображення g має цикл, типом якого є
довiльна опукла циклiчна перестановка.

Далi доведення аналогiчне доведенню леми 8. Вiдмiннiсть поля-
гає лише в побудовi аналогiв iнтервалiв Mm,m = 0, 1, 2, ..., i Ll, l =
0, 1, 2, ..., з леми 8, у якiй їх кiнцевi точки були представленi в ана-
лiтичному виглядi. Тому опишемо лише цю вiдмiннiсть i не будемо
деталiзувати доведення далi.

Обмеження вiдображення g на iнтервалi [0; a] позначимо g1, а
обмеження вiдображення g на iнтервалi [a; 1] — за допомогою g2.

Оскiльки g1(x) монотонно не спадає на вiдрiзку [0; a] i g1([0; a]) =
[0; 1], то iснують такi точки am, m = 0, 1, 2, ..., що 0 < am+1 < am i
am+1 = min{x ∈ [0; a] | g1(x) = am}, m = 0, 1, 2, ..., де a0 = 1. Границю
монотонно спадної послiдовностi (am, m = 0, 1, 2, ...), позначимо a∞.
В силу неперервностi g1, ця точка є нерухомою точкою вiдображення
i при цьому 0 ≤ a∞.

Iнтервал [a∞; 1] можна подати як об’єднання iнтервалiв вигля-
ду Am = [am+1; am], m = 0, 1, 2, ..., для яких виконуються умови
gm1 (Am) = [a1; 1].

Побудуємо аналоги iнтервалiв Ll, l = 0, 1, 2, ..., з леми 8. Оскiльки
g2(x) монотонно не зростає на вiдрiзку [a; 1] i g2([a; 1]) = [0; 1], то
iснують такi точки bl, l = 0, 1, 2, ..., що при будь-якому k = 0, 1, 2, ...
виконуються наступнi умови:

1) b0 = a∞;
2) b0 < b2 < ... < b2k < b2k+2 < ... < b2k+3 < b2k+1 < ... < b3 < b1;
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3) b2k+1 = min{x ∈ [a; 1] | g2(x) = b2k};
4) b2k+2 = max{x ∈ [a; 1] | g2(x) = b2k+1}.
Iнтервал [a∞; b1] можна подати як об’єднання iнтервалiв вигляду

Bl = [min{bl; bl+2},max{bl; bl+2}], l = 0, 1, 2, ...,, для яких виконуються
умови, а gl2(Bl) = [b0; b2], l = 0, 1, 2, ....

Для побудованих точок виконується нерiвнiсть a∞ = b0 < a1 ≤
a < b2 < b1 ≤ a0 = 1 з випливає, що A0 ⊃

∪
l>1

Bl i B0 ⊃
∪
m>1

Am.

За допомогою мiркувань для iнтервалiв Am, m = 0, 1, 2, ..., та
Bl, l = 0, 1, 2, ...,, якi аналогiчнi тим, що описанi вище для iнтервалiв
Mm,m = 0, 1, 2, ..., i Ll, l = 0, 1, 2, ..., з леми 8, приходимо до висновку
про те, що з твердження 1) теореми 1 випливає її твердження 3).

Покажемо тепер, що з твердження 3) теореми 1 випливає її твер-
дження 1). Дiйсно, оскiльки Λ-вiдображення g має нерухому точку 0
та цикл перiоду 2 (бо g([0; a]) = [0; 1] = g([a; 1])), то це вiдображення

має також i цикли типiв
(

1
1

)
та
(

1 2
2 1

)
.

Будь-який iнший цикл вiдображення g, тобто цикл перiоду бiль-
шого, нiж 2, має тип, що задається опуклою вгору циклiчною пере-
становкою, оскiльки точки цього циклу розташованi як на iнтервалi
[0; a], так i на iнтервалi [a; 1], при цьому на iнтервалi [0; a] дiє моно-
тонно неспадаюче вiдображення g1,а на iнтервалi [a; 1] дiє монотонно
незростаюче вiдображення g2.

Теорему 1 доведено.
8. Доведення твердження 1. З доведеної вище теореми 1 ви-

пливає, що для доведення твердження 1 потрiбно показати, що тип
будь-якого циклу вiдображення f ∈ C0(I, I), яке має L-схему (див.
означення 1), належить множинi Σ.

Доведення твердження 1 аналогiчно доведенню теореми 1: споча-
тку потрiбно показати iснування циклiв перiодiв 1 i 2, а потiм побу-
дувати аналоги iнтервалiв Mm,m = 0, 1, 2, ..., i Ll, l = 0, 1, 2, ..., з леми
8.

Для вiдображення f , що має L-схему, виконується наступна умо-
ва: f([a; b])

∩
f([b; c]) ⊇ [a; c]. Згiдно властивостi неперервностi вiд-

ображення ця умова гарантує iснування нерухомої точки та перiоди-
чної точки перiоду 2 на кожному з iнтервалiв [a; b] i [b; c].

Оскiльки нерухома точка a вiдображення f належить iнтервалу
[0; b], то множина {x ∈ [0; b] | f(x) = x} непорожня, а згiдно власти-
востi неперервностi вiдображення, i замкнена.
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Позначимо x1 = max{x ∈ [0; b] | f(x) = x}. З означення L-
схеми випливає, що f([b; c]) ⊇ [a; c] ∋ x1, тому iснує точка min{x ∈
[b; c] | f(x) = x1}, яку позначимо x2. Аналогiчно доводиться iснуван-
ня точок x3 = min{x ∈ [b; c] | f(x) = x2} i x4 = max{x ∈ [x1; b] | f(x) =
x2}.

За побудовою точки xi, i = 1, 2, 3, 4, мають наступнi властивостi:
1) x1 < x4 ≤ x3 < x2;
2) x1 = f(x1) = f(x2);
3) x2 = f(x3) = f(x4);
4) x1 < f(x) < x2 при x ∈ (x1;x4)

∪
(x3;x2).

Побудуємо аналоги iнтервалiв Mm,m = 0, 1, 2, ..., з леми 8 на iн-
тервалi [x1;x4]. З властивостей 1) – 3) випливає, що f([x1;x4]) ⊃
[x1;x4]

∪
[x3;x2]. Звiдси слiдує iснування такої монотонно спадної по-

слiдовностi точок cm, m = 0, 1, ..., що cm+1 = min{x ∈ [x1; cm] | f(x) =
cm}, де c0 = x2.

Маючи послiдовнiсть cm, m = 0, 1, ..., побудуємо ще одну монотон-
но спадну послiдовнiсть точок c

′

m, m = 0, 1, ...,, для точок якої маємо
c
′

m+1 = max{x ∈ [cm+1; cm] | f(x) = c
′

m}, де c
′

0 = x3. Iнтервал [c
′

m; cm]
позначимо Cm. За побудовою при кожному m = 0, 1, ... маємо, що
[c

′

m+1 < f(x) < cm+1 при x ∈ [c
′

m; cm] i fm(Cm) = [c
′

0; c0].
Побудуємо тепер аналоги iнтервалiв Ll, l = 0, 1, 2, ..., з ле-

ми 8 на iнтервалi [x3;x2]. З властивостей 1) – 3) випливає, що
f([x3;x2]) ⊃ [x1;x4]

∪
[x3;x2]. Звiдси випливає iснування послiдовно-

стi точок dl, l = 0, 1, ...,, що при будь-якому k = 0, 1, 2, ... виконуються
наступнi умови:

1) d0 = x1;

2) d0 < d2 < ... < d2k < d2k+2 < ... < d2k+3 < d2k+1 < ... < d3 < d1;

3) d2k+1 = min{x ∈ [x3;x2] | f(x) = d2k};
4) d2k+2 = max{x ∈ [x3;x2] | f(x)(x) = d2k+1}.
Властивостi 1) – 3) точок xi, i = 1, 2, 3, 4, дозволяють побудувати

також таку послiдовнiсть точок d
′

l, l = 0, 1, ..., що при будь-якому
k = 0, 1, 2, ... виконуються наступнi умови:

1) d
′

0 = x4;

2) d
′

0 < d
′

2 < ... < d
′

2k < d
′

2k+2 < ... < d
′

2k+3 < d
′

2k+1 < ... < d
′

3 < d
′

1;

3) d
′

2k+1 = max{x ∈ [d
′

2k+3 < d2k+1] | f(x) = d
′

2k};
4) d

′

2k+2 = min{x ∈ [d
′

2k < d2k+2] | f(x)(x) = d
′

2k+1}.
Iнтервал [min{d′

l; dl},max{d′

l; dl}] позначимо Dl, l = 0, 1, .... За
побудовою для кожного з цих iнтервалiв маємо, що min{d′

l; dl} <
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f(x) < max{d′

l; dl} при x ∈ [min{d′

l+1; dl+1},max{d′

l+1; dl+1}], а отже
f l(Dl) = [d0; d

′

0]. Крiм того, маємо f(C0) ⊃
∪
l

Dl i f(D0) ⊃
∪
m
Cm.

Повторюючи мiркування для iнтервалiв Cm i Dl, m, l = 0, 1, ...,
аналогiчнi тим, що проведенi вище для iнтервалiв Mm Ll, m, l =
0, 1, ..., при доведенi леми 8, отримуємо, що дане вiдображення має
цикл, типом якого є будь-яка опукла вгору циклiчна перестановка.

Твердження 1 доведено.
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