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Iснування розв’язкiв квазiлiнiйних
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коефiцiєнтами

Робота присвячена вивченню слабкої розв’язностi квазiлiнiйних
систем диференцiальних рiвнянь з частковими похiдними в просто-
рах W p

1 з вимiрними коефiцiєнтами. Дослiдження проводиться з ви-
користанням методу Гальоркiна та методу форм i нелiнiйних моно-
тонних операторiв. Умови на коефiцiєнти уточнюються в процесi до-
слiдження властивостей нелiнiйних операторiв, що породженi фор-
мою, яка складена за лiвими частинами заданої квазiлiнiйної системи
диференцiальних рiвнянь. При цьому одержанi результати є новими
у випадку, коли система є одним рiвнянням та є досить актуальними
в лiнiйному випадку.

1. Попереднi вiдомостi та умовнi позначення.
Означення 1. Простiр Lp(Rl, dlx) або скорочено Lp(Rl) чи

Lp(1 ≤ p < ∞) – Банаховий простiр, який утворюють всi вимiрнi
на Rl функцiї, що є iнтегрованими за Лебегом зi степеню p.

Елементи Lp(Rl) є класами еквiвалентних мiж собою функцiй на
Rl. Лiнiйнi операцiї в Lp(Rl) задаються формулою:

(αf + βg) (x) = αf (x) + βg (x) . (1)

c⃝ М.I. Яременко, 2015
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Норма в просторi Lp(Rl) визначається спiввiдношенням:

∥f∥ =

(∫
Rl

|f (x)|p dlx
) 1

p

= ⟨|f |p⟩
1
p . (2)

Спряженим (двоїстим) до простору Lp(Rl) є простiр Lq(Rl), де
p+ q = pq i є вiрною формула:

⟨f, g⟩ ≤ ∥f∥Lp(Rl) ∥g∥Lq(Rl) ≤
εp

p
∥f∥pLp(Rl) +

1

εpq
∥g∥qLq(Rl) , (3)

де f ∈ Lp(Rl), g ∈ Lq(Rl), ε > 0. Рiвнiсть в останнiй нерiвностi
досягається лише на елементi f |f |p−2 ∈ Lq(Rl)(будемо його називати
двоїстим або спряженим до елементу f ∈ Lp(Rl)) i⟨

f, f |f |p−2
⟩
= ∥f∥Lp(Rl)

∥∥∥f |f |p−2
∥∥∥
Lq(Rl)

=

= 1
p ∥f∥

p
Lp(Rl) +

1
q

∥∥∥f |f |p−2
∥∥∥p−1

Lq(Rl)
= ∥f∥pLp(Rl) .

(4)

Означення 2. Соболевий простiр W p
m(Rl, dlx) (або W p

m(Rl) чи
W p
m) є Банаховим простором який утворюють всi елементи простору

Lp(Rl) узагальненi похiднi яких iснують до m-го порядку включно i
є iнтегрованими зi степеню p.

W p
m,0(R

l, dlx) - множина елементiв W p
m(Rl, dlx) носiй яких є ком-

пактним.
Лiнiйнi операцiї визначаються формулою подiбною до випадку

простору Лебега, норма вводиться за наступною рiвнiстю:

∥f∥Wp
m
=

∥f∥pLp +
∑

1≤|s|≤m

∥Dsf∥p
 1

p

, (5)

або p – та степiнь норми

∥f∥pWp
m
=
∑

|s|≤m

∥Dsf∥p . (6)

Для Соболевих просторiв виконується теорема Реллiха –
Кондрашова: якщо k > m i 1 ≤ p < q <∞, (k −m) p < l i виконується
рiвнiсть 1

q = 1
p − k−m

l , тодi вкладання просторiв W p
k

(
Rl
)
⊂ W q

m

(
Rl
)

є неперервним.
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Iснує багато модифiкацiй теорем вкладання майже всi вони пов’я-
занi з встановленням певних функцiональних оцiнок.

Спряженим до простору W p
m(Rl, dlx) простiр W q

−m(Rl, dlx), який
за означенням можна ввести як простiр усiх лiнiйних функцiоналiв
на лiнiйному просторi W p

m(Rl, dlx). Двоїстий елемент має вигляд

f cn = −
∑

r=1,..,l

∂

∂xr

(
∂f

∂xr

∣∣∣∣ ∂f∂xr
∣∣∣∣p−2

)
.

Оскiльки основна частина даної роботи присвячена дослiдженню
системам квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними по-
хiдними то, як правило, невiдомою буде не скалярна, векторна-
функцiя, тобто елемент u = (u1 (x) , ...., uN (x)) , x ∈ Rl – це упоряд-
кована множина з N елементiв певного функцiонального простору,
наприклад ui ∈W p

m(Rl, dlx), i = 1, ..., N .
Будемо використовувати наступнi позначення:

∥u∥Lp(Rl) =

⟨ ∑
i=1,...,N

|ui|p
⟩ 1

p

=

 ∑
i=1,...,N

⟨|ui|p⟩

 1
p

, (7)

⟨u, v⟩ =
∑

i=1,...,N

⟨ui, vi⟩ ∀u ∈ Lp(Rl)∀v ∈ Lq(Rl). (8)

де пiд елементом u ∈ Lp(Rl) мається на увазi упорядкований набiр
елементiв довжини N кожен з яких належить скалярному простору
Lp(Rl), а v за аналогiєю належить двоїстому простору Lq(Rl) (кожна
компонента вектора належить до Lq(Rl)).

Має мiсце рiвнiсть:

∥u∥p−1
Lp(Rl) =

⟨ ∑
i=1,...,N

|ui|p
⟩ p−1

p

=

⟨ ∑
i=1,...,N

(
|ui|

p
q

)q⟩ 1
q

=

=
∥∥up−1

∥∥
Lq(Rl)

. (9)

Подiбно вводиться норма в векторному просторi W p
m(Rl, dlx):

∥u∥Wp
m
=

 ∑
i=1,...,N

∥ui∥pLp +
∑

1≤|s|≤m

∥Dsui∥p
 1

p

, (10)
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тобто належнiсть вектор-функцiї до якого-небудь функцiонального
простору означає, що кожна компонента вектор-функцiї належить
до цього простору.

Значний вклад в розвиток нелiнiйного аналiзу внесли французькi
математики школи Лере – Лiонса, особливо хочеться вiдмiтити одну
важливу лему, яку стосується вкладання просторiв Банаха.

Лема (Ж.Л. Лiонс). Нехай X, Z – рефлексивнi Банаховi про-
стори, Y – довiльний Банаховий простiр. Виконаються умови:

1. Вкладання просторiв X ⊂ Y є компактним;

2. Має мiсце алгебраїчне та топологiчне вкладання X ⊂ Y ⊂ Z
просторiв;

Тодi ∀ε > 0 ∃c(ε) > 0 таке, що для довiльного елемента u є пра-
вильною нерiвнiсть:

∥u∥Y ≤ ε ∥u∥X + c(ε) ∥u∥Z .

Доведення. Оскiльки доведення розриває суть взаємозв’язкiв
математичних об’єктiв то доведемо це твердження вiд супротивно-
го. Нехай ∀ε > 0 ∃c(ε) > n i ∃un ∈ X для довiльного натурального
числа n, такi, що:

∥un∥Y ≥ ε ∥un∥X + c(ε) ∥un∥Z .

Покладемо vn = un

∥un∥X
. Отже, маємо: ∥vn∥Y ≥ ε ∥vn∥X + c(ε) ∥vn∥Z i

∥vn∥Y ≤ const ∥vn∥X ≤ const, де стала не залежить вiд числа n. Тодi,
при c(ε) > n, маємо ∥vn∥Z ≤ const

n , для довiльного числа n.
Внаслiдок компактностi вкладення X ⊂ Y i рiвностi ∥vn∥X = 1

iз послiдовностi {vn} можна вибрати пiдпослiдовнiсть {vk} яка буде
мати границю в просторi Y iз властивiстю: ∥vn∥Y ≤ 1

n , але це супе-
речить наступнi нерiвностi:

∥vk∥Y ≥ ε ∥vk∥X + c(ε) ∥vk∥Z . Лема доведена.

2. Постановка задачi. Розглянемо в усьому евклiдовому просторi
Rl систему вигляду:

λuk− ∂

∂xi

(
aij(x, u

k)
∂

∂xj
uk
)
+bk(x, uk,∇uk) = fk, k = 1, ..., N (11)

де невiдомою є вектор-функцiя uk (x) =
(
u1, ...., uN

)
, λ > 0 дiйсне

число i f(x) = fk = (f1, ..., fN )– задана вектор-функцiя.
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b(x, u,∇u) = bk(x, uk,∇uk) – вектор-функцiя довжини N трьох
змiнних: вектора розмiрностi l, вектора розмiрностi N , матрицi роз-
мiрностi l ×N .

Вимiрна матриця aij(x, u) розмiрностi l × l задовольняє умову
елiптичностi: ∃ν : 0 < ν < ∞ i виконується наступна нерiвнiсть
νI ≤ a(x, u), для майже всiх x ∈ Rl, тобто

ν
l∑
i=1

ξ2i ≤
∑

ij=1,...,l

aij(x, u)ξiξj ∀ξ ∈ Rl (12)

Зауваження. Завжди, коли не вказано iнше будемо вважати, що
система (11) складається з N нелiнiйних рiвнянь з N невiдомими
функцiями причому припускається, що N може дорiвнювати одиницi
i рiвняння можуть бути лiнiйними, але всi функцiї визначенi на ев-
клiдовому просторi Rl, причому завжди l ≥ 3, тобто випадок прямої
i площини виключений iз дослiдження (в цих випадках ми потрапля-
ємо в умови вiдомих контр прикладiв).

Узагальненим (слабким) розв’язком в W p
1 (R

l, dlx) (пiд розв’язком
завжди, коли не вказано iнше, розумiємо узагальнений або слабкий
розв’язок) будемо називати елемент u (x) який задовольняє iнте-
гральну тотожнiсть:

λ ⟨u, v⟩+

⟨ ∑
i,j=1,...N

aij
∂

∂xj
u,

∂

∂xi
v

⟩
+ ⟨b, v⟩ = ⟨f, v⟩ , (13)

для будь-якого елементу v ∈W q
1,0(R

l, dlx).
Виходячи з цього означення за лiвими частинами системи побу-

дуємо форму оскiльки hpλ :W p
1 ×W q

1 → R:

hpλ(u, ν) ≡ λ ⟨u, v⟩+ ⟨∇v ◦ a ◦ ∇u⟩+ ⟨b(x, u,∇u), v⟩ , (14)

яку будемо вважати визначеною (умови на коефiцiєнти уточнимо
нижче) для всiх елементiв u ∈W p

1 (R
l, dlx), v ∈W q

1 (R
l, dlx).

Отже, виходячи iз заданої системи диференцiальних рiвнянь буду-
ється скалярна форма (форма визначена на векторних функцiональ-
них просторах W p

1 (R
l, dlx) × W q

1 (R
l, dlx)розмiнностей N i приймає

дiйснi числовi значення, тобто в умовних позначеннях

hpλ :

(
N
×
1
W p

1 (R
l, dlx)

)
×
(
N
×
1
W q

1 (R
l, dlx)

)
→ R.
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Крiм слабкого iснують i iншi поняття розв’язку, наприклад, вла-
сним розв’язком системи (11) називається функцiя u(x), якщо ця
функцiя тотожно задовольняє систему рiвнянь (11).

Основний об’єкт дослiдження – iснування розв’язку таких си-
стем, тобто встановлення належностi узагальненого розв’язку пев-
ному функцiональному простору за умов, що коефiцiєнти рiвняння
належать до певних функцiональних класiв i просторiв.

3. Умови на функцiї, що утворюють систему (11).
1. b(x, y, z) є вимiрною векторною функцiєю своїх аргументiв i b ∈

L1
loc(R

l);
2. Вектор-функцiя b(x, y, z) майже скрiзь задовольняє нерiвностi:

|b (x, u,∇u)| ≤ µ1(x) |∇u|+ µ2(x) |u|+ µ3(x). (15)

Введемо клас функцiй:

PKβ(A) =
{
f ∈ L1

loc(R
l, dlx) : |⟨h f h⟩| ≤ β ⟨∇h ◦ a ◦ ∇h⟩+

+c (β) ||h||22
}
,

де β > 0, c (β) ∈ R1.
В умовi (15) функцiї
µ2
1 ∈ PKβ(A), тобто µ2

1 ∈ L1
loc(R

l, dlx),∣∣⟨hµ2
1 h
⟩∣∣ ≤ β ⟨∇h ◦ a ◦ ∇h⟩+ c (β) ||h||22,

µ2 ∈ PKβ(A), тобто [µ2 ∈ L1
loc(R

l, dlx),

|⟨hµ2h⟩| ≤ β ⟨∇h ◦ a ◦ ∇h⟩+ c (β) ||h||22,

функцiя µ3 ∈ Lp(Rl).
3. Прирiст вектор-функцiї b(x, y, z) майже скрiзь задовольняє умо-

ву:
|b (x, u,∇u)− b (x, v,∇v)| ≤ µ4(x) |∇ (u− v)| + µ5(x) |u− v|, (15a)

де µ2
4 ∈ PKβ(A), тобто µ2

4 ∈ L1
loc(R

l, dlx) i∣∣⟨hµ2
4 h
⟩∣∣ ≤ β ⟨∇h ◦ a ◦ ∇h⟩+ c (β) ||h||22,

де µ5 ∈ PKβ(A), тобто µ5 ∈ L1
loc(R

l, dlx) i

|⟨hµ5h⟩| ≤ β ⟨∇h ◦ a ◦ ∇h⟩+ c (β) ||h||22.
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Зауваження. Наведенi вище умови на нелiнiйнiсть є бiльш слабкi
нiж тi за яких ранiше розглядалася дана система в науковiй лiтерату-
рi. Данiй умовi, наприклад, задовольняють функцiї типу потенцiалу
Кулона.
4. Побудова оператора, що породжений формою яка складе-
на за лiвими частинами системи (11). Дослiдження будемо про-
водити за допомогою наступної схеми: за рiвнянням будуємо форму
i вивчаємо її властивостi, показуємо, що з цiєю формою можна асо-
цiювати певний не лiнiйний оператор властивостi якого вивчаються
за допомогою форми, що породжує його; використовуючи метод мо-
нотонних операторiв показуємо, що вихiдна система має розв’язок в
певному Соболевському просторi. Реалiзувати цю схему можна лише
у випадку iснування певних апрiорних оцiнок, подiбнi оцiнки є те-
оремами про властивостi розв’язкiв за певних умов на функцiї, що
утворюють дану систему, тобто припускаємо певну гладкiсть «коефi-
цiєнтiв» i отримуємо гладкiсть розв’язкiв системи, насправдi оцiнки
розв’язкiв i є ключовим моментом доведення теорем iснування, за
наявностi таких оцiнок можна використати рiзнi методи доведення
розв’язностi системи.

Перевага методу аналiзу нелiнiйних операторiв полягає в загаль-
ностi пiдходу до розгляду задачi i можливостi застосування бiльш
слабких умов на коефiцiєнти, щодо нелiнiйностi, а недолiк в не мо-
жливостi врахувати специфiку функцiй з яких складається задана
система, тобто виграючи в загальностi втрачаємо певнi класи систем
якi мають розв’язок i якi не задовольняють нашим умовам (але данi
умови значно загальнiшi нiж тi за яких велися попереднi дослiджен-
ня, мається на увазi, щодо умов на сингулярнiсть коефiцiєнтiв, умови
щодо росту повнiстю iдентичнi класичним роботам, бiльш того вiдомi
результати в яких степеневий рiст сильнiший за той, що розглядає-
ться нижче).

Оцiнимо форму (14), яка складена за системою (11) на спряжено-
му елементi u |u|p−2

=
(
u1 |u1|p−2

, ...., uN |uN |p−2
)
:∣∣∣hpλ(u, u |u|p−2

)
∣∣∣ =

=
∣∣∣λ⟨u, u |u|p−2

⟩
+
⟨
∇
(
u |u|p−2

)
◦ a ◦ ∇u

⟩
+

+
⟨
b(x, u,∇u), u |u|p−2

⟩∣∣∣ ≤
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≤ λ ∥w∥2 + 4 (p− 1)

p2
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+

+
⟨
µ1(x) |∇u|+ µ2(x) |u|+ µ3(x), |u|p−1

⟩
≤

≤ λ ∥w∥2 + 4 (p− 1)

p2
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ 2

p
⟨µ1 |∇w| , |w|⟩+

+β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2 + ∥µ3∥ ∥u∥p−1
,

де використано позначення вектор-функцiї w = u |u|
p−2
2 , вiдповiдно

матриця ∇w = p
2 |u|

p−2
2 ∇u i оцiнки:⟨

µ1 |∇u| , |u|p−1
⟩
=
⟨
µ1 |u|

p−2
2 |∇u| , |u|

p
2

⟩
≤ 2

p
⟨µ1 |∇w| , |w|⟩ ,

⟨
µ2(x), w

2
⟩
≤ β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2 ,⟨

µ3(x), |u|p−1
⟩
≤ ∥µ3∥

∥∥∥|u|p−1
∥∥∥ = ∥µ3∥ ∥u∥p−1

,

тут використано позначення |u|p−1
=
(∑

i=1,..,N |ui|p
) p−1

p

i тодi

|u| |u|p−1
=

 ∑
i=1,..,N

|ui|p
 1

p
 ∑
i=1,..,N

|ui|p


p−1
p

=

=

 ∑
i=1,..,N

|ui|p
 = |u|p .

Далi використаємо оцiнки Гельдера та Юнга

2

p
⟨µ1 |∇w| , |w|⟩ ≤

2

p
∥µ1w∥ ∥∇w∥ ,

∥µ1w∥ =
⟨
(µ1w)

2
⟩ 1

2 ≤
(
β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2

) 1
2

,

отже

2

p
⟨µ1 |∇w| , |w|⟩ ≤

2

p
∥µ1w∥ ∥∇w∥ =

2

p
∥∇w∥

⟨
(µ1w)

2
⟩ 1

2 ≤
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≤ 2

p
∥∇w∥

(
β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2

) 1
2 ≤

≤ 1

p

(
1

ε2
∥∇w∥2 + ε2

(
β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2

))
.

Тодi одержимо оцiнку∣∣∣hpλ(u, u |u|p−2
)
∣∣∣ ≤ λ ∥w∥2 + 4 (p− 1)

p2
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+

+
1

p

(
1

ε2
∥∇w∥2 + ε2

(
β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2

))
+

+β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2 + σp

p
∥µ3∥p +

1

σqq
∥u∥p ,

остаточно∣∣∣hpλ(u, u |u|p−2
)
∣∣∣ ≤ (λ+

(
ε2

p
+ 1

)
c (β) +

1

σqq

)
∥w∥2 +

+

(
4 (p− 1)

p2
+
βε2

p
+ β

)
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ 1

p

1

ε2
∥∇w∥2 + σp

p
∥µ3∥p .

Зауваження. Покажемо, що ∥w∥2L2(Rl) = ∥u∥pLp(Rl), дiйсно

∥w∥2L2(Rl) =

⟨ ∑
i=1,..,N

w2
i

⟩
=

⟨ ∑
i=1,..,N

ui |ui|
p−2
2 , ui |ui|

p−2
2

⟩
=

= ∥u∥pLp(Rl) .

Проаналiзуємо природу числових коефiцiєнтiв, якi входять в оцiн-
ку форми: коефiцiєнт β – форм-грань залежить лише вiд даних задачi
(гладкостi коефiцiєнтiв системи (µi)); коефiцiєнт c (β) залежить вiд
β; коефiцiєнти ε i σ– довiльнi додатнi сталi; коефiцiєнти ε вибира-
ється в залежностi вiд матрицi a сталих елiптичностi, коефiцiєнт σ
впливає на здвиг спектру його значення менш суттєве.

Отже, для кожного фiксованого вектора u ∈ W p
1 форма hpλ (u, v)

є неперервним лiнiйним (по v ∈ W q
1 ) функцiоналом над W q

1 , а отже
кожному u ∈ W p

1 ставиться у вiдповiднiсть елемент спряженого до
W q

1 простору W p
−1, тобто iснує вiдображення Ap :W p

1 →W p
−1.

5. Дослiдження вiдображення Ap :W p
1 →W p

−1.
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Оператор Ap :W p
1 →W p

−1 дiє таким чином: hpλ (u, v) = ⟨Ap (u) , v⟩.
Означення 3. Оператор Ap :W p

1 →W p
−1 називається коерцитив-

ний, якщо форма hpλ (u, v) = ⟨Ap (u) , v⟩ задовольняє умову:

lim
||u|u|p−2||Wq

1
→∞

hpλ
(
u, u|u|p−2

)
||u|u|p−2||W q

1

= ∞. (16)

Лема 1. Оператор Ap :W p
1 →W p

−1 є коерцитивним.
Доведення. Для доведення потрiбно оцiнити форму, що поро-

джує оператор знизу, це можна зробити за допомогою оцiнок анало-
гiчних до тих якi були виконанi вище, а саме:

hpλ(u, u |u|
p−2

) = λ
⟨
u, u |u|p−2

⟩
+
⟨
∇
(
u |u|p−2

)
◦ a ◦ ∇u

⟩
+

+
⟨
b(x, u,∇u), u |u|p−2

⟩
≥ λ ∥w∥2 + 4 (p− 1)

p2
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩−

−
⟨
µ1(x) |∇u|+ µ2(x) |u|+ µ3(x), |u|p−1

⟩
≥

≥
(
λ−

((
ε2

p
+ 1

)
c (β) +

1

σqq

))
∥w∥2 +

+

(
4 (p− 1)

p2
−
(
βε2

p
+ β +

1

νp

1

ε2

))
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩ − σp

p
∥µ3∥p ,

позначення и постiйнi тi самi, що i в попередньому пунктi, але в дано-
му випадку доданок σp

p ∥µ3∥pможна вiдкинути – постiйне число. Ва-
жливе значення має число β – мiра сингулярностi коефiцiєнтiв, саме
форм-грань вирiшує який знак має другий доданок в оцiнцi форми
(оскiльки ε можна вибирати як це потрiбно, тобто ε пов’язує здвиг
спектру i сингулярнiсть).

Означення. 4 Оператор Ap : W p
1 → W p

−1 є акретивний в
Lp
(
Rl, dlx

)
, якщо виконується нерiвнiсть:⟨

Ap (u)−Ap (v) , (u− v) |u− v|p−2
⟩
≥ 0, ∀u, v ∈W p

1

(
Rl, dlx

)
. (17)

Пояснення. Рiзниця розумiється як рiзницi елементiв N мiрного
лiнiйного (евклiдового) простору, тобто по елементна, а (u− v) |u −
v|p−2 =

(
(u1 − v1) |u1 − v1|p−2, ..., (uN − vN ) |uN − vN |p−2

)
.
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Зауваження. Оператор Ap : W p
1 → W p

−1 називається строго акре-
тивний в Lp

(
Rl, dlx

)
, якщо виконується нерiвнiсть:⟨

Ap (u)−Ap (v) , (u− v) |u− v|p−2
⟩
≥ 0,∀u, v ∈W p

1

(
Rl, dlx

)
i рiвнiсть

⟨
Ap (u)−Ap (v) , (u− v) |u− v|p−2

⟩
= 0,∀u, v ∈ W p

1

(
Rl, dlx

)
можлива лише тодi i тiльки тодi коли u = v.

Лема 2. Оператор Ap : W p
1 → W p

−1 визначає строго акретивне
вiдображення в Lp

(
Rl, dlx

)
Доведення. Дана властивiсть є однiєю з ключових при викори-

станнi методу монотонностi, а отже проведемо її детальне доведення.⟨
Ap (u)−Ap (v) , (u− v) |u− v|p−2

⟩
=

= λ
⟨
u, (u− v) |u− v|p−2

⟩
+
⟨
∇
(
(u− v) |u− v|p−2

)
◦ a ◦ ∇u

⟩
+

+
⟨
b(x, u,∇u), (u− v) |u− v|p−2

⟩
− λ

⟨
v, (u− v) |u− v|p−2

⟩
+

+
⟨
∇
(
(u− v) |u− v|p−2

)
◦ a ◦ ∇v

⟩
+

+
⟨
b(x, v,∇v), (u− v) |u− v|p−2

⟩
=

= λ
⟨
u− v, (u− v) |u− v|p−2

⟩
+

=
⟨
∇
(
(u− v) |u− v|p−2

)
◦ a ◦ ∇ (u− v)

⟩
+

+
⟨
b(x, u,∇u)− b(x, v,∇v), (u− v) |u− v|p−2

⟩
=

= λ
⟨
u− v, (u− v) |u− v|p−2

⟩
+

+
⟨
∇
(
(u− v) |u− v|p−2

)
◦ a ◦ ∇ (u− v)

⟩
−

−
⟨
µ4(x) |∇ (u− v)|+ µ5(x) |u− v| , (u− v) |u− v|p−2

⟩
=

= λ ∥w∥2 + 4 (p− 1)

p2
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩−

−
⟨
µ4(x) |∇ (u− v)|+ µ5(x) |u− v| , (u− v) |u− v|p−2

⟩
,
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де введено позначення w = (u− v) |u− v|
p−2
2 ,

∇w =
p

2
|u− v|

p−2
2 ∇ (u− v) .

Далi оцiнимо

2

p
⟨µ4(x) |∇w| , |w|⟩ ≤

2

p
∥µ4w∥ ∥∇w∥ =

2

p
∥∇w∥

⟨
(µ4w)

2
⟩ 1

2 ≤

≤ 2

p
∥∇w∥

(
β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2

) 1
2 ≤

≤ 1

p

(
1

ε2
∥∇w∥2 + ε2

(
β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2

))
,

i ⟨
µ5(x) |u− v| , (u− v) |u− v|p−2

⟩
=
⟨
µ5, w

2
⟩
≤

≤ β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2 .

Отже, маємо⟨
Ap (u)−Ap (v) , (u− v) |u− v|p−2

⟩
≥

≥ λ ∥w∥2 + 4 (p− 1)

p2
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩−

−
(
1

p

(
1

ε2
∥∇w∥2 + ε2

(
β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2

))
+

+β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2
)
≥

≥
(
λ− ε2c (β)

p
− c (β)

)
∥w∥2 +

+

(
4 (p− 1)

p2
− β

ε2

p
− 1

pε2ν
− β

)
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩ ≥ 0.

Лема доведена.
Означення 5. Оператор Ap :W p

1 →W p
−1 визначає хемiнеперервне

вiдображення, якщо справджується властивiсть:

ω − lim
t→0

Ap (u+ tv) = Ap (u)
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∀ u, v ∈W p
1,0

(
Rl, dlx

)
в нормi W p

−1

(
Rl, dlx

)
.

Лема 3. Оператор Ap : W p
1 → W p

−1 визначає хемiнеперервне вiд-
ображення.

Доведення. Доведення базується на мiркуваннях подiбних до по-
переднiх, а саме для ∀u, v ∈W p

1,0

(
Rl, dlx

)
i ∀w ∈W q

1

(
Rl, dlx

)
:

⟨Ap (u+ tv)−Ap (u) , w⟩ =

= λ ⟨u+ tv, w⟩+ ⟨∇w ◦ a ◦ ∇ (u+ tv)⟩+

+ ⟨b(x, u+ tv,∇ (u+ tv)), w⟩−

−λ ⟨u,w⟩ − ⟨∇w ◦ a ◦ ∇u⟩ − ⟨b(x, u,∇u), w⟩ =

= λt ⟨v, w⟩+ t ⟨∇w ◦ a ◦ ∇v⟩+

+t ⟨µ4(x) |∇v|+ µ5(x) |v| , w⟩ →
t→0

0.

Для граничного переходу використанi заданi умови, тобто обме-
женiсть останнього доданку. Лему 3 доведено.

Отже, за системою (11) складено форму (14) яка породжує нелi-
нiйний оператор Ap : W p

1 → W p
−1, який задовольняє умови коерцiа-

тивностi, акретивностi та хемiнеперервностi.

6. Актуальнiсть теми роботи. Робота присвячена дослiдженню
умов iснування розв’язку системи (11), тобто встановленню обмежень
на не лiнiйнiсть за яких система буде мати розв’язок i дослiдженню
єдиностi такого розв’язку в певному класi функцiй.

Методи дослiдження подiбних систем є подiбними до тих, що за-
стосовуються для розгляду одного рiвняння (в нашому випадку при
N = 1) але у випадку системи розглядається не скалярний простiр,
а векторний, тобто всi означення, теореми i леми повиннi бути пе-
реформульованi в нових термiнах з вiдповiдними змiнами, часто не-
тривiальним чином, при цьому поняття спряженого елементу набуває
дещо iншого змiсту, навiть поняття узагальненого розв’язку можна
формулювати по рiзному.

При дослiдженнi квазiлiнiйних систем (або рiвнянь у випадку N =
1, який допускається в данiй роботi але за умов l > 2) важливими є
результати якi стосуються вiдповiдних лiнiйних систем (або рiвнянь).

Найбiльш важливi першi результати щодо розв’язностi одного лi-
нiйного рiвняння з довiльною елiптичною матрицею були одержанi



Iснування розв’язкiв квазiлiнiйних систем 253

генiальним американським математиком Джоном Нешом в 1958 ро-
цi i Ен. Джоржi якi розв’язали, так звану, 19-ту проблему Гiльбер-
та, в їх роботах були одержанi апрiорнi оцiнки, що дозволили сфор-
мулювати вiдповiднi теореми про iснування та гладкiсть розв’язкiв,
при цьому доведення було проведено лише в найпростiших випадках.
Пiсля одержання цих важливих базових результатiв теорiя лiнiйних
i квазiлiнiйних елiптичних диференцiальних рiвнянь з частинними
похiдними почала дуже стрiмко зростати i пiдсумковi класичнi ре-
зультати цього розвитку викладено в роботах О.А. Ладиженської,
Н.Н. Уральцевої, В.А. Солоннiкова та Д. Гiльберга, Н. Трудiнгера
робота останнiх двох авторiв цiкава тим, що в нiй розвиваються ме-
тоди теорiї форм та операторiв але одержанi результати суттєво не
покращують класичнi.

При дослiдженнi подiбних задач основна увага зо серед жується
на двох напрямках: по-перше це – умови росту, по-друге умови щодо
сингулярностi. Розглянемо цi умови на прикладi в нашому випадку:

|b (x, u,∇u)| ≤ µ1(x) |∇u|α + µ2(x) |u|δ + µ3(x),

|b (x, u,∇u)− b (x, v,∇v)| ≤ µ4(x) |∇ (u− v)|φ + µ5(x) |u− v|ψ ,

умови в подiбнiй формi вперше почав розглядати М.М.Кухарчук, на-
справдi вони майже нiчим не вiдрiзняються вiд класичного запису.
Дiйснi числа α, δ, φ, ψ визначають степiнь росту функцiї яка визна-
чає нелiнiйнiсть саме умови на цi числа i маються на увазi пiд степеню
росту в нашому випадку вони тотожно дорiвнюють одиницi. В усiх
вiдомих автору роботах умови на степiнь росту аналогiчнi або близь-
кi до них, тобто степiнь росту бiльший за одиницю, тодi оператор
породжений формою не буде акретивним, а буде оператором обме-
женої варiацiї i за цих умов рожна довести iснування розв’язку, але
його єдинiсть встановити не можна (в класичнi лiтературi доводиться
аналогiчнi результати).

Пiд умовами щодо сингулярностi коефiцiєнтiв розумiємо сингу-
лярностi функцiй µi якi заданi в умовах задачi.

Зауваження. Вкiнцi 90 рокiв минулого столiття вийшли публiка-
цiї Гаррi Лiбермана, якi присвяченi дослiдженню квазiлiнiйних задач
i в яких стверджувалось про послаблення класичних умов О.А. Лади-
женської, Н.Н. Уральцевої, але насправдi всi доведення проводяться
за класичних умов щодо степеневого росту та незначного покращення
щодо сингулярностей.
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Отже, можна зробити висновок, найкращi вiдомi результати (з
невеликими змiнами щодо сингулярностей) якi стосуються квазiлi-
нiйних рiвнянь та систем викладенi в роботi: О.А. Ладиженська,
Н.Н. Уральцева «Лiнiйнi i квазiлiнiйнi рiвняння елiптичного типу»
на стр. 465. Але це зовсiм не означає, що умови згаданої вище роботи
не були покращенi для певних класiв рiвнянь, навпаки, таких робiт
досить багато.

На вiдмiну вiд квазiлiнiйних рiвнянь та систем в лiнiйному випад-
ку вдалося значно покращити результати, що згаданi вище i одержати
майже необхiднi умови щодо коефiцiєнтiв, оскiльки цi умови важливi
для розумiння наших результатiв то коротко опишемо сучасний стан
проблеми у випадку одного лiнiйного рiвняння.

Розглядається рiвняння загального вигляду:
Λu = 0, де Λ = −∇a∇+ b̃∇−∇b+ v,

a(x) : Rl 7→ Rl ⊗ Rl гладка симетрична елiптична матриця, що за-
довольняє умову: ∃ς, ξ : 0 < ς ≤ ξ < ∞ i виконується нерiвнiсть:
ςI ≤ a(x) ≤ ξI, для всiх x ∈ Rl; b̃, b : Rl 7→ Rl, v : Rl 7→ R.

Для дослiдження подiбних задач визначаються певнi класи фун-
кцiй.

Означення 6. Нехай φ ∈ L2
loc(R

l, dlx) , тодi визначимо функцiю
n(φ;λ) за формулою

n(φ;λ) = ess sup
x∈Rl

∫ ∞

0

e−λt(et∆ |φ|2 (x)) 1
2
dt√
t
;

цю функцiю, iнколи називають нормою Неша функцiї φ.
Аналогiчно для функцiї φ ∈ L1

loc(R
l, dlx) вводяться функцiї

kl(φ;λ) i kl+1(φ;λ) за визначенням:

kl(φ;λ) = ess sup
x∈Rl

∫ ∞

0

e−λtet∆ |φ| (x)dt,

kl+1(φ;λ) = ess sup
x∈Rl

∫ ∞

0

e−λtet∆ |φ| (x) dt√
t
.

Функцiя φ належить класу Неша N2 тодi i тiльки тодi, коли
lim
λ→∞

n(φ;λ) = 0.

Аналогiчно, функцiя φ належить класам Като Kl i Kl+1 , тодi i
тiльки тодi, коли lim

λ→∞
kl(φ;λ) = 0 i lim

λ→∞
kl+1(φ ;λ) = 0, вiдповiдно.
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Означення 7. Згiдно з означенням клас функцiя форм-
обмежених функцiй PKβ(A) визначається за формулою:

PKβ(A) =
{
f ∈ L1

loc(R
l+1) :

∣∣∣⟨f |h|2⟩∣∣∣ ≤ β
⟨
A

1
2h,A

1
2h
⟩
+

+c (β) ||h||22
}
,

де h ∈ D(A
1
2 ),β > 0, c (β) ∈ R1 .

Приклади :
1. Справедливi вкладення функцiональних просторiв:

{Lp(Rl, dlx) + L∞(Rl, dlx), p > l, l ≥ 2} ⊂ N2 ⊂ Kl+1.

2. Якщо взяти φ(t) = e−1 при t ≥ e−e i φ(t) =((
log 1

t

) (
log log 1

t

)1+ε)−1

при t ≥ e−e i довiльному ε > 0. Тодi мо-

жна отримати, що
{
Lq,ploc,u(R

l, dlx), l
2p +1

q < 1, l ≥ 2
}
⊂ Nα

φ .

3. Цiкавим є випадок параболiчного рiвняння вигляду:(
∂
∂t + Λ

)
u = 0, де Λ = −∇a∇+ b̃∇−∇b+ v.

Де a(·) : Ω 7→ Rl ⊗ Rl – симетрична елiптична матриця,
яка задовольняє умову: ∃ς : 0 < ς < ∞ виконується нерiв-
нiсть: ςI ≤ a(·), x ∈ Rl; a(·) ∈

[
L1
loc(Ω)

]l×l. Квадратична форма
H(u, v) = ⟨∇u • a • ∇v⟩ , u, v ∈ C1

0 (Ω), може бути замкненою в L2.
Нехай AD – генератор, породжений замиканням формиH(u, v) в L2

i нехай оператор ADзнову позначаємо через A, тодi внаслiдок теорiї
Берлiнг – Дiннi в просторi Lp, 1 ≤ p < ∞, iснує позитивна стиска-
юча напiвгрупа класу C0, генератором якої є оператор −Ap i A = A2.
Отже, оператор ∇b можна розглядати як невелике збурення операто-
ра A , що визначений вище, в просторах L2 чи Lp вiдповiдно. Нехай
b • a−1 • b ∈ PKβ(A) при деякому β < 1, тодi є вiрною нерiвнiсть :

|⟨∇φ • bφ⟩| ≤
√
β ⟨Aφ,φ⟩+ c(β)

2β
∥φ∥2 , ∀φ ∈ D(A).

Якщо оператор A - оператор Лапласа, тодi остання умова набуде
вигляду:

|⟨∇φ • bφ⟩| ≤
√
β ∥∇φ∥2 + c(β)

2β
∥φ∥2 ∀φ ∈ D(∆).
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Зазначенi умови i нерiвнiсть β < 1 дають можливiсть твердити про
iснування в просторi Lp, C0 - напiвгрупи стиску e−tΛp , 2

2−β ≤ p <∞,
де Λ = A+ b • ∇.

Далi для випадку лiнiйних операторiв доводимо таку теорему:
якщо b • a−1 • b, b̃ • a−1 • b̃ ∈ PK1(βA + v+) ∀β > 0, де
v = v+ − v−, 0 ≤ v± ∈ L1

loc, то в просторi Lp, 1 < p < ∞, iснує
квазiстискаюча напiвгрупа e−tΛp класу C0 з генератором −Λp та-
ка, що Λ2 = A + b̃∇ − ∇b + v, i справедливою є наступна оцiнка:∥∥e−tΛp

∥∥
r→q

≤ Cr,qe
tωr,q t

−l(r−q)
2rq , 1 < r < q <∞, t > 0.

Для порiвняння з результатами якi одержанi в даннi роботi для
квазiлiнiйних систем важливим є випадок лiнiйного рiвняння вигля-
ду:

(
−∇a∇+ b̃∇−∇b

)
u = 0 для якого доводиться, що достатнiми

умовами iснування розв’язку цього рiвняння є належнiсть функцiй-
коефiцiєнтiв рiвняння b̃ класу Неша та b класу Като, або b̃ класу
Като, а b класу Неша, тобто один з функцiональних коефiцiєнтiв по-
винен належати класу Неша а iнший класу Като (в цьому розумiннi
класи Неша та Като взаємно спряженi).

На перший погляд може здатися, що теорiя для систем квазiлi-
нiйних диференцiальних рiвнянь буде включати в себе попереднi, як
частиннi випадки, насправдi це не так, безумовно результати даної
роботи є вiрними для усiх вище згаданих задач але вони є занадто не
точними. Наприклад, порiвнюючи класи сингулярностей, якi одер-
жанi в якостi достатнiх умов iснування розв’язку для систем квазi-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь елiптичного типу з аналогiчними
для випадку одного лiнiйного диференцiального рiвнянь елiптичного
типу, маємо що вони гарантують iснування розв’язку, тому, що обме-
ження на класи сингулярностей функцiональних коефiцiєнтiв сильнi-
шi (тому самi класи вужчi), тобто вони поганi в тому розумiннi, що в
лiнiйному випадку iснують функцiї, якi задовольняють умовам iсну-
вання розв’язку для одного лiнiйного диференцiального рiвняння але
не входять в класи функцiй, якi запропонованi в данiй роботi, нашi
умови бiльш сильнi (але вони значно покращують всi вiдомi умови
для систем квазiлiнiйних рiвнянь). Очевидно, що така ситуацiя є цiл-
ком природною чим бiльше iнформацiї про рiвняння тим слабкiшi
умови iснування розв’язку.

7. Метод Гальоркiна. Доводити iснування розв’язку системи (11)
та його єдинiсть будемо в декiлька етапiв. Спочатку припустимо, що
вектор-функцiї якi утворюють рiвняння достатньо гладкi i доведемо
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iснування розв’язку методом Гальоркiна з використанням спецiаль-
ного базису єдинiсть розв’язком буде наслiдком строгої акретивностi
оператора породженого формую, що складена за системою рiвнянь i
доводиться вiд супротивного. Потiм припустимо, що коефiцiєнти ви-
мiрнi, тодi за допомогою зрiзання та згладжування зведемо задачу
до попереднього випадку. Наступний етап знiмання умов зрiзання та
згладжування.

Сформулюємо наступну лему (про гострий кут). Нехай на сферi

SR =

(
−
C : |

−
C | = R

)
, де R > 0 – деяке вiдповiдним чином вибране

число, задано неперервне вiдображення
→
B : Rn → Rn для якого вико-

нується аналог умови про гострий кут, тобто
⟨

−
B

(
−
C

)
,

−
C∗
⟩

≥ 0.

Тодi iснує принаймнi одна така точка
→
C : |

→
C | ≤ R, що

→
B
(→
C
)
= 0.

Припустимо, що коефiцiєнти обмеженi достатньо гладкi функцiї,
доведення iснування розв’язку будемо проводити за допомогою ме-
тоду Гальоркiна.

Нехай {vi} i {v∗i } - гладкi базиси просторiв
W p

1 (R
l, dlx), W q

1 (R
l, dlx), вiдповiдно, i нехай [v1, ...vk] – лiнiйна

оболонка базисних елементiв ⟨uk, u∗k⟩ = ||uk||pp . Покладемо за
визначенням uk =

∑k
i=1 civi, u

∗
k =

∑k
i=1 c

∗
i v

∗
i . Для знаходження

послiдовностi Гальоркiна складемо систему рiвнянь:

⟨Ap (uk)− f, v∗i ⟩ = 0, i = 1, ..., k,

далi покажемо, що ця система має розв’язок в лiнiйнiй оболонцi
перших n елементiв базису {vi}. Дiйсно ця система визначає не-
перервне вiдображення сфери в евклiдовому просторi, а отже має
мiсце аналог леми про гострий кут, тобто, вiдображення

→
B
(→
C
)

:

Bi

(→
C
)

= ⟨Ap (uk)− f, v∗i ⟩, внаслiдок коерцитивностi оператора

Ap : W p
1

(
Rl, dlx

)
→ W p

−1

(
Rl, dlx

)
, задовольняє умови аналога леми

про гострий кут:

⟨→
B
(→
C
)
,
→∗
C
⟩
=

⟨
Ap

(
k∑
i=1

civi

)
− f,

k∑
i=1

c∗i v
∗
i

⟩
=

=
⟨
Ap (uk)− f, uk|uk|p−2

⟩
≥
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≥

(
hpλ
(
uk, uk|uk|p−2

)
||uk|uk|p−2||W q

1

− ||f ||Wp
−1

)
||uk|uk|p−2||W q

1
≥ 0.

Оскiльки Ap : W p
1 → W p

−1 – неперервне вiдображення на скiнченно-
вимiрних пiдпросторах простору W p

1

(
Rl, dlx

)
, то внаслiдок аналога

леми про гострий кут для достатньо великих значень R > 0 iснує
такий елемент

→
C, |

→
C | = R , що

→
B
(→
C
)
= 0.

Тобто вище вказано спосiб побудови послiдовностi {uk(x)}, еле-
менти якої є розв’язками системи рiвнянь ⟨Ap (uk)− f, v∗i ⟩ = 0. Пока-
жемо, що ця послiдовнiсть збiгається до розв’язку системи.

Використавши коерцитивнiсть оператора Ap : W p
1

(
Rl, dlx

)
→

W p
−1

(
Rl, dlx

)
, одержимо нерiвнiсть||Ap (uk) ||Wp

−1
≤ ||f ||Lp .

Далi потрiбна апрiорна оцiнка ||u||Wp
1
< const .

Теорема 1. Узагальненi розв’язки системи рiвнянь (11) за умов
(15) рiвномiрно обмеженi в W p

1 .
Доведення. Складемо iнтегральну тотожнiсть:

λ⟨uk, ξ⟩+ ⟨dξ ◦ a ◦ duk⟩+ ⟨b(x, uk,∇uk), ξ⟩ ≡ ⟨f, ξ⟩,

Покладемо ξ = uk|uk|p−2, одержимо:

λ⟨uk, uk|uk|p−2⟩+ 4(p− 1)

p2

⟨
d
(
uk|uk|

p−2
2

)
◦ a ◦ d

(
uk|uk|

p−2
2

)⟩
+

+
⟨
b, uk|uk|p−2

⟩
≡
⟨
f, uk|uk|p−2

⟩
.

З умов (15), використовуючи нерiвностi Юнга i Гельдера, знахо-
димо:

|⟨b, uk|uk|p−2⟩| ≤

≤ 1

p

(
1

ε2
∥∇w∥2 + ε2

(
β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2

))
+

+β ⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩+ c (β) ∥w∥2 + σp

p
∥µ3∥p +

1

σqq
∥uk∥p ,

Далi, одержимо:

|⟨f, uk|uk|p−2⟩| ≤ ||f ||p||uk|uk|p−2||q ≤ ||f ||p||uk||p−1.

Далi, використовуючи мiркування подiбнi попереднiм, одержимо

||uk||+ ||∇uk|| ≤ c(λ, p, l, λ0, N)||f ||.
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Отже, оскiльки ||uk||Wp
1
< C, де стала залежить лише вiд функцiй

(структури системи рiвнянь), то тодi внаслiдок слабкої компактно-
стi простору W p

1

(
Rl, dlx

)
отримаємо, що iснує така пiдпослiдовнiсть

(uk′ (x)), що має мiсце властивiсть: uk′ −−→
Wp

1

u0 слабко i Ap(un′ ) −−→
Wp

1

y

слабко.
Покажемо, що y = Ap (u0) = f . Звiдси випливатиме, що вiдобра-

ження Ap : W p
1

(
Rl, dlx

)
→ W p

−1

(
Rl, dlx

)
є сюр’єктивним вiдображе-

нням, тобто вiдображенням «на». Складемо iнтегральнi тотожностi:

⟨Ap (uk′) , v∗i ⟩ = ⟨f, v∗i ⟩ , i = 1, ..., k′

i перейдемо до границi при k′ → +∞ . Тодi одержимо:

lim
n→∞

Ap (uk′) = y = f,

де границя береться за нормою простору W p
−1

(
Rl, dlx

)
.

Використовуючи акретивнiсть оператора Ap(·) : W p
1 (R

1, dlx) →
W p

−1(R
1, dlx) в просторi Lp(Rl, dlx), маємо:

lim
k′→∞

⟨
Ap(uk′)−Ap(v), (uk′ − v) |uk′ − v|p−2

⟩
=

=
⟨
y −Ap(v), (u0 − v) |u0 − v|p−2

⟩
≥ 0.

Поклавши v = u0 − tz, t > 0, z ∈ W p
1

(
Rl, dlx

)
i скоро-

тивши обидвi частини одержаної нерiвностi на tp−1, отримаємо⟨
y −Ap(u0 − tz), z |z|p−2

⟩
≥ 0.

З хемiнеперервностi оператора Ap : W p
1 → W p

−1, враховуючи до-
вiльнiсть елемента z ∈ W p

1

(
Rl, dlx

)
, одержимо y = Ap (u0) = f , тоб-

то для заданих початкових даних побудовано послiдовнiсть {uk′} i
доведено її збiжнiсть до елементу u0 ∈ W p

1

(
Rl, dlx

)
, отже елемент

u0 ∈W p
1

(
Rl, dlx

)
буде розв’язком системи за умов згаданих вище.

Єдинiсть цього розв’язку випливає з властивостi акретивностi опе-
ратора Ap(·). Дiйсно, нехай u0, u′0 – два таких розв’язки. Тодi, спра-
ведливi рiвностi:

⟨Ap(u0), w⟩ = f, ⟨Ap(u′0), w⟩ = f ∀w ∈W q
1 (R

l, dlx),

тобто ⟨Ap(u0)−Ap(u′0), w⟩ = 0.
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Поклавши w = (u0 − u′0)|u0 − u′0|p−2, отримаємо:

0 =
⟨
Ap(u0)−Ap(u′0), (u0 − u′0)|u0 − u′0|p−2

⟩
≥

≥ λ||u0 − u′0||pp + (p− 1)
⟨
∇ (u0 − u′0) ◦ a ◦ ∇ (u0 − u′0) , |u0 − u′0|p−2

⟩
−

−
⟨
µ4(x) |∇ (u0 − u′0)|+ µ5(x) |u0 − u′0| , (u0 − u′0) |u0 − u′0|

p−2
⟩
≥

≥
(
λ− ε2c (β)

p
− c (β)

)
∥w∥2 +

+

(
4 (p− 1)

p2
− β

ε2

p
− 1

pε2ν
− β

)
⟨∇w ◦ a ◦ ∇w⟩ ≥ 0,

що, внаслiдок строгої акретивностi оператора Ap еквiвалентно рiвно-
стi u0 = u′0, тобто розв’язки системи рiвнянь спiвпадають.
8. Дослiдження випадку вимiрних коефiцiєнтiв. Нехай фун-
кцiї, що утворюють квазiлiнiйну систему (11) є вимiрними i задоволь-
няють наведенi вище умови щодо степеню росту та сингулярностей.

Введемо означення "зрiзки"функцiї u(x). Нехай u(x) – вимiрна за
Лебегом вектор-функцiя на Rl розмiрностi N . Позначимо через uϑ i
sϑ зрiзку i її носiй, вiдповiдно приi = 1, ..., N

uϑ =

 ui − ϑi, ui > ϑi,
0; |ui| ≤ ϑi,
ui + ϑi, ui < −ϑi,

(18)

sϑ(u) =
{
x ∈ Rl : |ui(x)| > ϑi, ϑi > 0

}
.

Нехай am(x), fm(x), bm(x, y, z) – зрiзки за аргументом x функцiй
a(x), f(x), x ∈ Rl, b(x, y, z), (x, y, z) ∈ {Rl ×R×Rl}, вiдповiдно.

Розглянемо "гладку"апроксимацiю функцiй am(x), ; bm(x, y, z),
fm(x) за аргументом x:

an,mi (x) =

∫
Rl

ρn(x− t)ami (t)dt = ρn ∗ ami , (19)

де ρn(t) – гладка невiд’ємна апроксимацiя 1 в Rl.
Дослiдження буде проводитися згiдно такої схеми: система рiв-

нянь апроксимується системою рiвнянь з гладким коефiцiєнтами, по-
тiм за цiєю апроксимуючою системою складається форми, якi поро-
джують оператори для апроксимуючих систем рiвнянь, i дослiджую-
ться властивостi цих операторiв, тобто доводиться iснування розв’яз-
ку для квазiлiнiйної елiптичної системи за умов, що були розгля-
нутi вище. На завершальному етапi встановлюється розв’язуванiсть
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апроксимуючих рiвнянь i здiйснюється перехiд до границi. Перехiд
до границi здiйснюється наступним чином спочатку знiмається згла-
джування, тобто переходимо до границi при n → ∞ потiм знiмаємо
зрiзання, тобто переходимо до границi при m → ∞(послiдовнiсть
граничних переходiв важлива).

Розглядається система рiвнянь:

λu− d ◦ am,n ◦ du+ bm,n(x, u,∇u) = fm,n, λ > 0, (20)

i форма

hp,mnλ (u, v) = λ⟨u, v⟩+ ⟨dv ◦ am,n ◦ du⟩+ ⟨bm,n, v⟩. (21)

Отже, для кожного фiксованого вектора u ∈W p
1 форма hp,mnλ (u, v)

є неперервним лiнiйним (по v ∈ W q
1 ) функцiоналом над W q

1 , а отже
кожному u ∈ W p

1 ставиться у вiдповiднiсть елемент спряженого до
W q

1 простору W p
−1, тобто iснує вiдображення Ap,mn : W p

1 → W p
−1 яке

породжене даною формою.
Лема 4. Форма hp,mnλ (u, v), задовольняє умову коерцитивностi.
Наслiдок. Форма hp,mnλ породжує коерцитивний оператор

Ap,mn :W p
1 →W p

−1 .
Лема 5. Оператор Ap,mn : W p

1 → W p
−1 визначає хемiнеперевне

вiдображення.
Лема 6. Оператор Ap,mn :W p

1 →W p
−1 визначає строго акретив-

не в Lp вiдображення.
Теорема 2. Система рiвнянь (20) за умов (15, 15a) однозначно

розв’язувана в W p
1 .

Доведення. Цей результат доведено вище для ∀n ∈ N i ∀m ∈ R+.
Припустимо, що розв’язки системи um,n(x) рiвномiрно обмеженi,

тобто ||um,n(x)||Wp
1
< c. Внаслiдок коерцитивностi оператора Ap :

W p
1

(
Rl, dlx

)
→ W p

−1

(
Rl, dlx

)
одержимо нерiвнiсть ||Ap(um,n)||Wp

−1
≤

||f ||Wp
−1

. Тодi згiдно властивостi слабкої компактностi простору W p
1

iснує така послiдовнiсть n′ = (m′, n′), що

un
′ ω

W p
1

→ u0, A
p(un

′
) → y, n′ = (m′, n′) → ∞.

Тепер нам достатньо показати, що Ap(u0) = f . Дiйсно, перейде-
мо до границi в тотожностi ⟨Ap(un′), v⟩ =

⟨
fn

′
, v
⟩
. З властивостей

апроксимацiї та умов (15, 15а) одержимо w −−−−→
n′→∞

Ap(un
′
) = y = f .
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З iншого боку:

⟨Ap(un
′
)−Ap(v), (un

′
− v)|un

′
− v|p−2⟩ ≥ 0,

що є наслiдком акретивностi оператора Ap :W p
1 →W p

−1 в Lp.
Покладемо v ≡ u0 − tz, z ∈ W p

1 , i скоротивши обидвi частини
одержаної нерiвностi на tp−1, одержимо нерiвнiсть:

⟨y −Ap(u0 − tz), z|z|p−2⟩ ≥ 0.

Оскiльки оператор Ap : W p
1 → W p

−1 – хемiнеперервний, то пере-
ходячи до границi при t → 0, остаточно одержуємо y = Ap(u0) = f ,
тобто система рiвняння (11) має єдиний розв’язок в просторi W p

1 .
Для завершення доведення залишається отримати апрiорну оцiн-

ку ||um,n|| < c .
Теорема 3. Узагальненi розв’язки системи рiвнянь (11) за умов

(15) рiвномiрно обмеженi в W p
1 .

Доведення. Складемо iнтегральнi тотожностi:

λ⟨um,n, ξ⟩+ ⟨dξ ◦ am,n ◦ dum,n⟩+ ⟨bm,n(x, um,n,∇um,n), ξ⟩ ≡ ⟨fm,n, ξ⟩,

Поклавши ξ = um,n|um,n|p−2, одержимо:

λ⟨um,n, um,n|um,n|p−2⟩+

+
4(p− 1)

p2

⟨
d
(
um,n|um,n|

p−2
2

)
◦ am,n ◦ d

(
um,n|um,n|

p−2
2

)⟩
+

+
⟨
bm,n, um,n|um,n|p−2

⟩
≡
⟨
fm,n, um,n|um,n|p−2

⟩
.

З умов (15), використовуючи нерiвностi Юнга i Гельдера, знаходимо:

|⟨bm,n, um,n|um,n|p−2⟩| ≤

≤
∫
Rl

∫
Rl

|bm,n(t)|ρn(x− t)um,n(x)|um,n(x)|p−2dtdx ≤

≤
∫
Rl

∫
Rl

(µm1 (t)∇um,n(x)+

+µm2 (t)um,n(x) + µm3 (t))ρn(x− t)××um,n(x)|um,n(x)|p−2dtdx ≤

≤
∫
Rl

∫
Rl

(µm1 (t)|∇um,n(x)|ρn(x− t)um,n(x)|um,n(x)|p−2dtdx+
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+

∫
Rl

∫
Rl

(µm2 (t)|um,n(x)|ρn(x− t)um,n(x)|um,n(x)|p−2dtdx+

+

∫
Rl

∫
Rl

(µm3 (t)ρn(x− t)um,n(x)|um,n(x)|p−2dtdx ≤

≤ 2

p

∫
Rl

∫
Rl

(µm1 (t)|∇W (x)|ρn(x− t)W (x)dtdx+

+

∫
Rl

∫
Rl

(µm2 (t)W 2(x)ρ(x− t)dtdx+

+

∫
Rl

∫
Rl

(µm3 (t)ρn(x− t)um,n(x)|um,n(x)|p−2dtdx,

можемо записати оцiнку:∫
Rl

∫
Rl

(µm2 (t)W 2(x)ρ(x− t))dtdx =

∫
Rl

(∫
Rl

µm2 (t) |ρn(x− t)| |W (x)|2dx
)

=

=

∫
Rl

(∫
Rl

µm2 (t)dt

)
|ρn(x)|W 2(x− t)dx =

=

∫
Rl

|ρn(x)|
∫
Rl

(µm2 (t)W 2(x− t)dt)dx ≤
∫
Rl

|ρn(x)|_(β||∇W (x)||22+

+c(β)||∇W (x)||22)dx = β||∇W ||22 + c(β)||∇W ||22,

оцiнюємо iнтеграли:∫
Rl

∫
Rl

µm1 (t)|∇W (x)|ρn(x− t)W (x)dtdx ≤

≤
(∫

Rl

∫
Rl

ρn(x− t)|∇W (x)|2dtdx
) 1

2

∗

∗
(∫

Rl

∫
Rl

|ρn(x− t)| (µm1 (t)|W (x)|)2dtdx
) 1

2

,

де використано позначення W = um,n|um,n|
p−2
2 .
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Далi знову використовується нерiвнiсть Юнга i форм-обмеженiсть
функцiї µ2

1. Маємо:∫
Rl

(∫
Rl

ρn(x− t)W 2(x)dx(µm1 (t))2dt

)
=

=

∫
Rl

(∫
Rl

(µm1 (t))2dt

)
ρn(x)|W (x− t)|2dx =

=

∫
Rl

ρn(x)

∫
Rl

((µm1 (t))
2 |W (x− t)|2dt)dx ≤

≤
∫
Rl

ρn(x)_(β||∇W (x− t)||22+

+c(β)||W (x)||22)dx = β||∇W ||22 + c(β)||W ||22.

Далi отримуємо∫
Rl

∫
Rl

(µm3 (t)ρn(x− t)um,n(x)|um,n(x)|p−2dtdx ≤

≤ ∥µ3∥p
∥∥um,n(x)|um,n(x)|p−2

∥∥
q
= ∥µ3∥p ∥u

m,n(x)∥p−1

Використовуючи властивостi “зрiзки” i апроксимацiї функцiї f
та застосовуючи до правої частини тотожностi нерiвнiсть Гельдера,
одержимо:

|⟨fm,n, um,n|um,n|p−2⟩| ≤ ||fm,n||p||um,n|um,n|p−2||q ≤

≤ ||fn||p||um,n||p−1 ≤ ||f ||p||um,n||p−1
p .

Далi, використовуючи нерiвнiсть Юнга, для достатньо великих m,
n i мiркування подiбнi попереднiм, одержимо ||um,n|| + ||∇um,n|| ≤
c(λ, p, l, λ0, N)||f ||p.

9. Розглянемо наступний досить широкий клас скалярних
квазiлiнiйних елiптичних рiвнянь (систем при N = 1) вигля-
ду:

λu−
∑

i=1,...,l

d

dxi
ai(x, u,∇u)− a(x, u,∇u) = 0.

Покажемо, що рiвняння даного вигляду можуть бути дослiдженi
методами, що описанi вище (при N = 1).
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Дiйсно, за рiвнянням складемо форму i в додамо нуль, одержимо:

hpλ(u, u |u|
p−2

) = λ
⟨
u, u |u|p−2

⟩
+

+
⟨
ai(x, u,∇u) ◦ ∇

(
u |u|p−2

)⟩
+
⟨
a(x, u,∇u), u |u|p−2

⟩
=

= λ
⟨
u, u |u|p−2

⟩
+
⟨
(ai(x, u,∇u)− ai(x, u, 0)) ◦ ∇

(
u |u|p−2

)⟩
+

+
⟨
ai(x, u, 0) ◦ ∇

(
u |u|p−2

)⟩
+
⟨
a(x, u,∇u), u |u|p−2

⟩
,

далi використаємо позначення a0 (x, u,∇u) = ∂
∂∇ju

ai(x, u, θ∇u), iснує
таке дiйсне число θ ∈ (0, 1), що

(ai(x, u,∇u)− ai(x, u, 0)) =

(
∂

∂∇ju
ai(x, u, θ∇u)

)
∇ju =

= a0 (x, u,∇u)∇u, i = 1, ...., l,

тодi форму породжену рiвнянням можна записати у виглядi

hpλ(u, u |u|
p−2

) = λ
⟨
u, u |u|p−2

⟩
+
⟨
∇u ◦ a0 (x, u,∇u) ◦ ∇

(
u |u|p−2

)⟩
+

+
⟨
ai(x, u, 0) ◦ ∇

(
u |u|p−2

)⟩
+
⟨
a(x, u,∇u), u |u|p−2

⟩
.

Форма складається з чотирьох доданкiв перший дорiв-
нює λ ∥u∥p, другий, за умови елiптичностi ν

∑l
i=1 ξ

2
i ≤∑

ij=1,...,l[a0 (x, u,∇u)]ijξiξj ∀ξ ∈ Rl, подiбний до вiдповiдного
доданка в уже дослiджуваному випадку, останнi два можна спiвста-
вити з функцiєю b(x, u,∇u) з вiдповiдними умовами. Отже, задача
звилася до попередньої.

10. Висновки. Доведено iснування розв’язку квазiлiнiйної елiпти-
чної системи рiвнянь в усьому евклiдовому просторi Rl вигляду:

λuk− ∂

∂xi

(
aij(x, u

k)
∂

∂xj
uk
)
+bk(x, uk,∇uk) = fk, k = 1, ..., N (22)

де невiдомою є вектор-функцiя uk (x) =
(
u1, ...., uN

)
, λ > 0 дiйсне

число i f(x) = fk = (f1, ..., fN ) ∈ Lp– задана вектор-функцiя.
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b(x, u,∇u) = bk(x, uk,∇uk) – вектор-функцiя довжини N .
Матриця aij(x, u) розмiрностi l×l майже скрiзь задовольняє умову

елiптичностi: ∃ν : 0 < ν < ∞ i виконується наступна нерiвнiсть
νI ≤ a(x, u), майже для всiх x ∈ Rl, тобто

ν
l∑
i=1

ξ2i ≤
∑

ij=1,...,l

aij(x, u)ξiξj ∀ξ ∈ Rl. (23)
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