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Синхронiзацiя дискретних
динамiчних систем за кроком
дискретизацiї. ∗

Вивчаються дискретнi динамiчнi системи з рiзними кроками дис-
кретизацiї. Наведено умови переходу до еквiвалентних дискре-
тних систем з єдиним кроком дискретизацiї. Для дискретної лi-
нiйної системи з дiйсною матрицею коефiцiєнтiв, що має елемен-
тарнi дiльники, якi вiдповiдають дiйсним вiд’ємним власним зна-
ченням i повторюються непарне число разiв отримано дискретний
аналог з дiйсною матрицею коефiцiєнтiв та кроком дискретизацiї
меншим вiд початкового в парне число разiв. Теоретичнi виклад-
ки супроводжуються прикладами.

Изучаются дискретные динамические системы с различными ша-
гами дискретизации. Приведены условия перехода к эквивален-
тным дискретным системам с одним шагом дискретизации. Для
дискретной линейной системы с действительной матрицей коэф-
фициентов, которая имеет элементарные делители, соответству-
ющие действительным отрицательным собственным значениям,
что повторяются нечетное число раз получен дискретный аналог
с действительной матрицей коэффициентов и шагом дискретиза-
ции меньшим от начального в нечетное число раз. Теоретические
исследования иллюстрируются примерами.

∗ Робота виконана за частковою пiдтримкою НДР № 0112U001015
c⃝ М.О. Зiнчук, В.В. Новицький, 2014
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1. Вступ. Синхронiзацiю вважають однiєю з важливих власти-
востей нелiнiйних систем, що виражає взаємоз’язок мiж параме-
трами зв’язаних (взаємодiючих) систем. Особливо яскраво син-
хронiзацiя проявляє себе в системах передачi даних, як гарант
якостi i надiйностi їх роботи. У хаотичних системах синхронi-
зацiя може проявлятись через встановлення певного вимушено-
го перiодичного режиму або погодженiсть (синхронiзацiю) двох
хаотичних систем [1, 2]. Синхронiзацiя вiдiграє неабияку роль
у системах з дискретним простором стану i неперервним хара-
ктером протiкання процесу, що визначається певними подiями
в системi, якi необхiдно синхронiзувати [3, 4]. Цим перелiком
ми не намагались охопити всi дослiдження в цьому напрямку,
а тiльки хотiли пiдкреслити важливiсть синхронiзацiї в динамi-
чних системах, як такої.

Дослiдження, що наведенi нижче, мають свою певну особли-
вiсть i пов’язанi з так званою кроковою синхронiзацiєю. Кро-
кова синхронiзацiя в дискретних динамiчних системах має свої
аналогiї в фiзичних процесах, наприклад синхронiзацiя годин-
никiв, унiфiкацiя виробництва. Нижче буде розглянута синхро-
нiзацiя як лiнiйних, так i нелiнiйних дискретних систем.

2. Синхронiзацiя лiнiйних динамiчних систем. Розгляне-
мо систему лiнiйних дискретних матричних рiвнянь з рiзними
кроками дискретизацiї

xi(khi + hi) = Fixi(khi) +Giui(khi), xi(0) = xi0,

i = 1, n, k = 0, 1, 2, . . . ,
(1)

де xi = [xi1, . . . , xini ]
T — вектор стану i-ї системи, Fi ∈ Rni×ni —

матриця коефiцiєнтiв, Gi ∈ Rni×mi — матриця при керуваннi,
ui = [ui1, . . . , uimi ]

T — вектор керування, xi0 — вектор початко-
вого стану, hi — крок дискретизацiї (рацiональне число).

Розглянемо також систему лiнiйних дискретних матричних
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рiвнянь з одним кроком дискретизацiї

x̃i(k̃h0 + h0) = F̃ix̃i(k̃h0) + G̃iũi(k̃h0), x̃i(0) = x̃i0,

i = 1, n, k̃ = 0, 1, 2, . . . ,
(2)

де x̃i = [x̃i1, . . . , x̃ini ]
T — вектор стану i-ї системи, F̃i ∈ Rni×ni —

матриця коефiцiєнтiв, G̃i ∈ Rni×mi — матриця при керуваннi,
ũi = [ũi1, . . . , ũimi ]

T — вектор керування, x̃i0 — вектор початко-
вого стану, h0 (h0 ≤ hi, i = 1, n) — крок дискретизацiї (рацiо-
нальне число).

Будемо вважати Fi, Gi, F̃i, G̃i сталими дiйсними матрицями,
а hi = pi/qi, i = 1, n, де pi, qi — цiлi числа. Необхiдно знайти
зв’язок мiж параметрами Fi, Gi, ui, xi0, hi i F̃i, G̃i, ũi, x̃i0, h0 да-
них систем, щоб за розв’язками рiвнянь (2), можна було знайти
розв’язки вiдповiдних (за номером) рiвнянь (1). Такий зв’язок
описує наступне твердження.

Теорема 1. Нехай матрицi Fi, i = 1, n не мають нульових та
одиничних власних значень. Покладемо

x̃i0 = xi0, hi = mih0, ũi(k̃h0) = ui(khi),

k̃h0 ∈ [khi, khi + hi), k̃, k ∈ {0, 1, 2, . . .}, i = 1, n,
(3)

де mi деякi цiлi числа. Якщо mi парне, то вважаємо, що ма-
триця Fi не має елементарних дiльникiв, що повторюються
непарне число разiв i вiдповiдають дiйсним вiд’ємним власним
значенням. Далi покладемо

F̃i =
mi
√
Fi, G̃i = ( mi

√
Fi − I)(Fi − I)−1Gi. (4)

Тодi розв’язки вiдповiдних рiвнянь систем (1), (2), будуть
збiгатися в точках дискретизацiї однаково вiддалених вiд нуля
(спiльних точках).

Доведення. Укажемо на те, що для рацiональних крокiв
hi = pi/qi завжди можемо вибрати такi h0,mi, що буде вико-
нуватися рiвнiсть hi = mih0 (3). Дiйсно, якщо всi hi, i = 1, n
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цiлi числа, то в якостi h0 можна вибрати їх спiльний дiльник, в

протилежному випадку покласти h0 = 1/q0, де p0/q0 =
n∑

i=1
pi/qi

(p0, q0 — цiлi числа).
Перехiд вiд одного кроку дискретизацiї до iншого можна зро-

бити, використовуючи неперервний аналог [5] як промiжний.
Запишемо неперервнi аналоги матричних рiвнянь (1)

ẋi(t) = Aixi(t) +Biui(t), xi(0) = xi0, i = 1, n, (5)

де матрицi Ai, Bi обчислюються за формулами [6]

Ai = [lnFi]/hi, Bi = (Fi − I)−1AiGi. (6)

Тут detAi ̸= 0, оскiльки матриця Fi не має одиничних власних
значень. Керування ui(t) вважаються сталими на iнтервалах

t ∈ [khi, khi + hi), k ∈ {0, 1, 2, . . .} (7)

i рiвними ui(khi).
Тепер перейдемо вiд рiвнянь (5) до дискретного аналогу з

кроком дискретизацiї h0

xi(k̃h0 + h0) = Fi0xi(k̃h0) +Gi0ui(k̃h0), x(0) = xi0,

i = 1, n, k̃ = 0, 1, . . . ,
(8)

де матрицi Fi0, Gi0 обчислюються за формулами [6]

Fi0 = eAih0 , Gi0 = Ψi0Bi, Ψi0 =

h0∫
0

eAiτdτ. (9)

Зi сталостi керування на iнтервалах (7) випливає рiвнiсть
ui(k̃h0) = ui(khi), k̃h0 ∈ [khi, khi + hi), k̃, k ∈ {0, 1, 2, . . .}, що
вiдповiдає умовi (3).
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Представляючи експоненту (9) рядом
∞∑
j=0

Aj
i τ

j/j!, отри-

маємо Ψi0 =
∞∑
j=0

Aj
ih

j+1
0 /(j + 1)! або, враховуючи (6) i

detAi ̸= 0,

Ψi0 = A−1
i (eAih0 − I) = (eAih0 − I)A−1

i = (F
h0/hi

i − I)A−1
i . (10)

З (9), (10) маємо Gi = ΨiBi = (eAihi − I)A−1
i Bi або

Bi = Ai(Fi − I)−1Gi. (11)

Тут Ψi =
hi∫
0

eAiτdτ .

Остаточно з (9)–(11) отримуємо

Fi0 = e([lnFi]/hi)h0 = F
h0/hi

i = F
1/mi

i ,

Gi0 = (F
h0/hi

i − I)A−1
i Ai(Fi − I)−1Gi =

= (F
1/mi

i − I)(Fi − I)−1Gi,

(12)

що збiгається з (4). Обчислення кореня з невиродженої матрицi
описано в [7].

Тепер щодо дiйсного вигляду матрицi mi
√
F i. Якщо матриця

Fi не має вiд’ємних дiйсних власних значень, то при довiльних
mi матриця mi

√
F i буде дiйсною. Для комплексно-спряжених

власних значень їх коренi вибираємо iз mi значень комплексно-
спряженими, а для дiйсних додатних — дiйснi [8]. Коли ж маємо
парнеmi i елементарнi дiльники, якi повторюються парне число
разiв та вiдповiдають вiд’ємним власним значенням (наприклад
µs < 0), то в кожнiй парi таких елементарних дiльникiв замiняє-
мо їх комлексно-спряженими (|µs|e−iπ, |µs|eiπ). Дiйсну матрицю
mi
√
F i обчислюємо аналогiчно обчисленню дiйсного логарифма

матрицi [7].
Отже, розв’язки вiдповiдних (за номером) дискретних та не-

перервних рiвнянь (1), (5) i (8), (5) збiгаються в дискретнi мо-
менти часу вiдповiдно t = khi i t = k̃h0, k̃, k = 0, 1, 2, . . .. То-
му розв’язки вiдповiдних рiвнянь (1), (8), а, отже, i рiвнянь
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(1), (2) з дiйсними матрицями коефiцiєнтiв вiдповiдно Fi, Gi i
F̃i, G̃i будуть збiгатися в спiльних дискретних моментах часу
khi = k̃h0, k̃, k ∈ {0, 1, 2, . . .}.

Теорема доведена.

Приклад 1. Нехай система складається з двох дискретних
матричних рiвнянь з такими матрицями коефiцiєнтiв

F1 =

[
34 −15
50 −21

]
, G1 =

[
1
−1

]
, F2 =

[
−7 4
−9 5

]
, G2 =

[
−1
2

]
,

i кроками дискретизацiї h1 = 1/3, h2 = 1/2.
Необхiдно перейти до еквiвалентних рiвнянь з єдиним кро-

ком дискретизацiї.

Оскiльки h1 + h2 = 5/6, то h0 = 1/6 i m1 = 2, m2 = 3. От-
же, ми маємо знайти такi коренi з матриць:

√
F1,

3
√
F2. Для

цього представимо їх в жорданових формах F1 = T1J1T
−1
1 ,

F2 = T2J2T
−1
2 , де

T1 =

[
3 1
5 1

]
, J1 =

[
9 0
0 4

]
, T2 =

[
2 3
3 5

]
, J2 =

[
−1 1
0 −1

]
.

Далi знаходимо дiйснi значення коренiв жорданових клiток
√
J1 =

[
3 0
0 2

]
, 3
√
J2 =

[
−1 1/3
0 −1

]
i остаточно отримуємо

F̃1 = T1
√
J1T

−1
1 =

[
8 −3
10 −3

]
, F̃2 = T2

3
√
J2T

−1
2 =

[
−3 4/3
3 1

]
,

G̃1 = (F̃1 − I)(F1 − I)−1G1 =

[
−5/12
−19/12

]
,

G̃2 = (F̃2 − I)(F2 − I)−1G2 =

[
11/3
9

]
,

а початковi умови та керування визначаються згiдно з теоре-
мою 1.
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3. Знаходження дiйсного кореня парного степеня з дiй-
сної матрицi. Нижче вивчимо випадок, який не охоплений те-
оремою 1, а саме: дiйсна матриця коефiцiєнтiв системи має еле-
ментарнi дiльники, якi повторюються непарне число разiв i вiд-
повiдають дiйсним вiд’ємним власним значенням та необхiдно
обчислювати з неї корiнь парного степеня. Такий матричний ко-
рiнь буде комплексним, оскiльки не всi його комплекснi власнi
значення (коренi з власних значень початкової матрицi) будуть
комплексно-спряженими. Обчислення дiйсного кореня парного
степеня будемо проводити шляхом розширення початкової ма-
трицi (збiльшення розмiрностi аналога вихiдної системи) подi-
бно обчисленню дiйсного логарифма такої матрицi [9].

Розглянемо два дискретнi матричнi рiвняння з рiзними кро-
ками дискретизацiї

x(kh+ h) = Fx(kh) +Gu(kh), x(0) = x0, k = 0, 1, 2, . . . ,
(13)

x̃(k̃h̃+ h̃) = F̃ x̃(k̃h̃) + G̃ũ(k̃h̃), x̃(0) = x̃0, k̃ = 0, 1, 2, . . . ,
(14)

де x = [x1, . . . , xn]
T , x̃ = [x̃1, . . . , x̃m]T — вектори станiв вiдповiд-

но (13) i (14) систем (m ≥ n); u = [u1, . . . , ul]
T , ũ = [ũ1, . . . , ũl]

T

— вектори керувань; detF ̸= 0, F ∈ Rn×n, F̃ ∈ Rm×m — матри-
цi коефiцiєнтiв; G ∈ Rn×l, G̃ ∈ Rm×l — матрицi при керуваннях;
x0, x̃0 — вектори початкових станiв; h, h̃ — кроки дискретизацiї
(рацiональнi числа) i h = m̃h̃ (m̃ — парне число).

Будемо вважати, що матриця F має елементарнi дiльники,
кожний з яких повторюється непарне число разiв i вiдповiдає
вiд’ємному власному значенню. Для того, щоб отримати збiг
розв’язкiв систем (13) i (14) в спiльних дискретних точках не-
обхiдно виконання умови F̃ = m̃

√
F , але в цьому випадку, як

виявлено вище, m̃
√
F буде комплексною матрицею. Знайти дiй-

сний корiнь парного степеня можна, розширивши матрицю F ,
тодi буде збiг розв’язку x з частиною розв’язку x̃ в однакових
дискретних точках. Наступне твердження показує як це зроби-
ти в даному випадку.
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Теорема 2. Нехай задана дискретна система (13) з матри-
цею коефiцiєнтiв, що не має нульових та одиничних власних
значень, але має r елементарних дiльникiв

(µ− µi1)
pi1 , µ− µi2)

pi2 , . . . , (µ− µir)
pir , (15)

кожний з яких повторюється непарне число разiв i вiдповiдає
дiйсному вiд’ємному власному значенню.

Тодi можна побудувати дискретну систему (14) з дiйсною

матрицею коефiцiєнтiв F̃ ∈ Rm×m, m = n+
r∑

j=1
pij , матрицею

при керуваннi G̃ ∈ Rm×l, вектором стану x̃ =

[
z1
z2

]
, z1 ∈ Rm−n,

z2 ∈ Rn з початковими умовами: z1(0) — довiльний вектор,
z2(0) = x(0) та вектором керування ũ(k̃h̃) = u(kh) при
k̃h̃ ∈ [kh, kh+h) таку, що розв’язки z2, x збiгаються в спiльних
дискретних моментах часу.

Доведення. При доведеннi теореми будемо спиратися на
пiдхiд отримання дiйсного логарифма матрицi, яка має такi ж
елементарнi дiльники [9].

Нехай невироджена матриця F має елементарнi дiльники

(µ− µ1)
p1 , (µ− µ2)

p2 , . . . , (µ− µs)
ps ,

p1 + p2 + . . .+ ps = n.
(16)

Вважаємо, що елементарнi дiльники в (16) впорядкованi насту-
пним чином. Спочатку йдуть дiльники (15), потiм дiльники, якi
повторюються парне число разiв i вiдповiдають вiд’ємним вла-
сним значенням, потiм пари елементарних дiльникiв, якi вiдпо-
вiдають комплексно-спряженим власним значенням i дiльники,
що вiдповiдають дiйсним додатним власним значенням. Зазна-
чимо, що серед пар елементарних дiльникiв можуть бути такi,
якi вiдповiдають власним значенням (16).

З послiдовностi (16) випливає, що матрицi F вiдповiдає така
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нормальна жорданова форма

F = TJT−1 = Tdiag{µ1Ip1 +Hp1 , µ2Ip2 +Hp2 ,

. . . , µsIps +Hps}T−1,
(17)

де T — деяка невироджена матриця, а J має блочну дiагональну
форму з жордановими клiтками на дiагоналi розмiру pi × pi

µiIpi +Hpi =


µi 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1
0 0 · · · µi

 .
Тут Ipi ∈ Rpi×pi — одинична матриця, а матриця Hpi ∈ Rpi×pi

мiстить тiльки одиничну наддiагональ. В матрицi J жордановi
клiтки йдуть в порядку, описаному вище. Необхiдний порядок
можна завжди забезпечити за допомогою перестановки жорда-
нових клiток.

Розширимо матрицю J на r жорданових клiток, яким вiдпо-
вiдають елементарнi дiльники (15)

Γ = diag{µ1Ip1 +Hp1 , . . . , µrIpr +Hpr , µ1Ip1 +Hp1 ,

µ2Ip2 +Hp2 , . . . , µsIps +Hps}.
(18)

Далi замiнимо вiд’ємнi власнi значення комплексними вигляду
|µj |e±iπ. Причому власнi значення в перших r клiтках замiни-
мо на |µj |e+iπ, а в наступних r клiтках — на |µj |e−iπ, j = 1, r.
Потiм кожну пару клiток з вiд’ємними власними значеннями
замiняємо комплексно-спряженими числами розглянутого ви-
гляду, а iншi власнi значення залишаємо без змiн i знаходимо
корiнь m̃-го степеня iз сформованої матрицi

Ĵ = diag{ m̃
√
µ̂1Ip1 +Hp1 , . . . ,

m̃
√
µ̂rIpr +Hpr ,

m̃
√
µ̂1Ip1 +Hp1 ,

m̃
√
µ̂2Ip2 +Hp2 , . . . ,

m̃
√
µ̂sIps +Hps}.

(19)

Тут введено новi позначення для власних значень µi (18) з ура-
хуванням вказаних вище змiн. Як отримати корiнь з жордано-
вої клiтки, розглянуто в [7]. Зазначимо, що корiнь не розщеплює



Синхронiзацiя дискретних динамiчних систем ... 45

елементарних дiльникiв в скiнченнiй областi (вiдповiднi похiднi
не дорiвнюють нулю). Функцiю матрицi m̃

√
µ̂jIpj +Hpj можна

записати у виглядi ряда

m̃
√
µ̂jIpj +Hpj = µ̂

1
m̃
j Ij +

1

m̃
µ̂

1
m̃
−1

j Hj+

+
1

2!

1

m̃

(
1

m̃
− 1

)
µ̂

1
m̃
−2

j H2
j + . . . ,

(20)

звiдки випливає (в правiй частинi (20) комплекснi числа пiд-
носяться до степеня [8]), що коренi з клiток, яким вiдповiда-
ють комплексно-спряженi власнi значення, завжди можна ви-
брати серед m̃ значень комплексно-спряженими, а це важливо
для отримання дiйсної матрицi.

В [7] показано, що матриця виглядуD = diag{U+iV, U−iV },
U, V ∈ Rd×d подiбна дiйснiй матрицi з матрицею перетворення

S =

[
Id iId
Id −iId

]
: S−1DS =

[
U −V
V U

]
.

Аналогiчно, для отримання дiйсної матрицi, подiбної до Γ,
сформуємо матрицю перетворення

P = diag

{[
Iq iIq
Iq −iIq

]
,

[
Ipr+1 iIpr+1

Ipr+1 −iIpr+1

]
, . . . ,[

Ips−v iIps−v

Ips−v −iIps−v

]
, Iu

}
,

(21)

де q = p1 + . . .+ pr, u = ps + ps−1 + . . .+ ps−v+1, v — число еле-
ментарних дiльникiв, що вiдповiдають додатнiм власним значе-
нням. Застосовуючи (21) до (19), отримаємо дiйсну матрицю

J̃ = P−1ĴP. (22)

Тепер знайдемо дiйсну степiнь дiйсної матрицi J̃

F̂J = J̃m̃ = P−1Ĵm̃P = P−1ΓP. (23)

При переходi вiд матрицi J̃ до матрицi F̂J елементарнi дiльники
також не розщеплюються.
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Далi розширимо матрицю коефiцiєнтiв дискретної системи
(13) на жордановi клiтки, яким вiдповiдають елементарнi дiль-
ники (15),

F̂ = diag{µ1Ip1 +Hp1 , . . . , µrIpr +Hpr , F}, det F̂ ̸= 0. (24)

Запишемо розширену дискретну систему

x̂(kh+ h) = F̂ x̂(kh) + Ĝu(kh), x̂(0) = [y0, x0]
T ,

k = 0, 1, . . . ,
(25)

де F̂ ∈ Rm×m, Ĝ = [G1, G]
T , G1 ∈ R(m−n)×l — довiльна стала

матриця, x̂ = [y, x]T , y0 ∈ Rm−n — довiльний вектор.
Тепер вiд системи (25) перейдемо до дискретної системи

(14). В матрицi F̂ всi елементарнi дiльники, що вiдповiда-
ють вiд’ємним власним значенням, повторюються парне чи-
сло разiв. Тому для неї iснує дiйсний корiнь парного степеня
(F̃ =

m̃
√
F̂ ), який знайдемо наступним чином. Матрицi F̂ , F̂J

подiбнi жордановiй матрицi Γ, тому вони подiбнi мiж собою.
Iснує така дiйсна невироджена матриця U , що виконується рiв-
нiсть

F̂ = F̃ m̃ = UF̂JU
−1 = UJ̃m̃U−1 =

[
UJ̃U−1

]m̃
, F̃ = UJ̃U−1.

(26)
Отже, ми отримали дiйсний корiнь парного степеня F̃ з роз-

ширеної дiйсної матрицi F̂ . За теоремою 1 матриця при керу-
ваннi дорiвнює G̃ = (F̃ −I)(F̂ − I)−1Ĝ ∈ Rm×l, початковi умови
такi ж: x̃(0) = x̂(0), а вектор керування — ũ(k̃h̃) = u(kh) при
k̃h̃ ∈ [kh, kh + h), що вiдповiдає умовам теореми 2. Таким чи-
ном, ми побудували еквiвалентну системi (25) дискретну систе-
му (14).

Тепер розглянемо розв’язки дискретних систем (13), (14).
Розв’язок системи (13) має вигляд

x(kh) = F kx(0) +

k−1∑
i=0

F k−1−iGu(ih), k = 0, 1, 2, . . . , (27)
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а розв’язок системи (14) в дискретнi моменти часу k̃h̃, k̃ = m̃k
такий:

x̃(k̃h̃) = F̃ m̃kx̃(0) +
m̃k−1∑
i=0

F̃ m̃k−1−iG̃ũ(ih̃) =

= F̂ kx̃(0) +

k−1∑
j=0

F̃ m̃(k−1−j)
m̃−1∑
i=0

F̃ m̃−1−iG̃ũ(jm̃h̃+ ih̃) =

= F̂ kx̃(0) +

k−1∑
j=0

F̂ k−1−j

[
m̃−1∑
i=0

F̃ i(F̃ − I)

]
(F̂ − I)−1Ĝu(jh) =

= F̂ kx̃(0) +

k−1∑
j=0

F̂ k−1−j(F̃ m̃ − I)(F̂ − I)−1Ĝu(jh) =

=

[
z1(k̃h̃)

z2(k̃h̃)

]
=

[
Jk
p z1(0)

F kz2(0)

]
+

k−1∑
j=0

[
Jk−1−j
p G1u(jh)

F k−1−jGu(jh)

]
, (28)

де Jp = diag{µ1Ip1 +Hp1 , . . . , µrIpr +Hpr}.

Тут врахованi рiвностi ũ(jm̃h̃ + ih̃) = u(jh) при jm̃h̃ + ih̃ ∈
∈ [jh, jh+ h).

Оскiльки z2(0) = x(0), то з (27), (28) випливає, що розв’язки
x(k), z2(k̃) вiдповiдно дискретних систем (13), (14) збiгаються
в спiльних моментах часу k̃h̃ = kh (k̃, k ∈ {0, 1, 2, . . .}).

Теорема доведена.

В теоремi 2 побудована еквiвалентна дискретнiй системi (13)
система (14) мiнiмального порядку. Отримати еквiвалентну си-
стему бiльшого порядку можна, розширивши матрицю Γ до-
датковими жордановими клiтками, аналогiчно обчисленню дiй-
сного логарифма матрицi [9]. При цьому елементарнi дiльники,
що вiдповiдають вiд’ємним власним значенням мають повторю-
ватися парне число разiв.
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Приклад 2. Нехай задана система (13) з матрицею коефiцi-
єнтiв

F =

−2 −2 7
−3 −10 30
−1 −3 9

 ,
вектором початкових умов x(0) = x0 i вектором керування
u ≡ 0, а кроки дискретизацiї такi: h = 1, h̃ = 1/4.

Необхiдно знайти таку дiйсну матрицю F̃ , щоб розв’язки
x, z2 вiдповiдно систем (13) i (14) збiгалися в спiльних дискре-
тних моментах часу.

Оскiльки h = 4h̃, то необхiдно обчислити дiйсний корiнь че-
твертого степеня з даної матрицi. Матриця F має кратнi власнi
значення µ1 = µ2 = µ3 = −1, а rang(F + I) = 2, тому має-
мо один елементарний дiльник (µ+ 1)3. Нормальна жорданова

форма матрицi F має вигляд: J =

−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

 .
Отже, маємо непарне число елементарних дiльникiв, що вiд-

повiдають вiд’ємному власному значенню, тому для отримання
дiйсного кореня парного степеня необхiдно збiльшити розмiр
системи в двiчi. Розширимо матрицю J на таку ж жорданову
клiтку

Γ = diag


−1 1 0

0 −1 1
0 0 −1

 ,
−1 1 0

0 −1 1
0 0 −1

 (29)

i обчислимо з неї корiнь четвертого степеня за розкладом (20),
попередньо замiнивши в першiй жордановiй клiтцi власне зна-
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чення -1 на e−iπ, а в другiй — на eiπ

Ĵ = diag


e−iπ/4 1/4e3iπ/4 −3/32e7iπ/4

0 e−iπ/4 1/4e3iπ/4

0 0 e−iπ/4

 ,
eiπ/4 1/4e−3iπ/4 −3/32e−7iπ/4

0 eiπ/4 1/4e−3iπ/4

0 0 eiπ/4

 .

(30)

Тепер за допомогою невиродженої матрицi P =

[
I3 iI3
I3 −iI3

]
отримуємо дiйсну матрицю для жорданової форми (30)

J̃ = P−1ĴP =

√
2

64



32 −8 −3 32 −8 −3
0 32 −8 0 32 −8
0 0 32 0 0 32

−32 8 3 32 −8 −3
0 −32 8 0 32 −8
0 0 −32 0 0 32

 .

Розширимо також матрицю F

F̂ = diag


−1 1 0

0 −1 1
0 0 −1

 ,
−2 −2 7
−3 −10 30
−1 −3 9

 , (31)

а розв’язок розширеної системи представимо так: x̃ =

[
z1
z2

]
,

z1, z2 ∈ R3. Тепер розширена дiйсна матриця з (31) має дiй-
сний корiнь парного степеня:

4
√
F̂ = F̃ . Далi знаходимо дiй-

сну матрицю жорданової форми (29), що подiбна матрицi (31)
F̂J = P−1ΓP = Γ.

Подiбнi дiйснi матрицi F̂ , F̂J пов’язанi рiвнiстю F̂ = UF̂JU
−1,

де U — деяка дiйсна невироджена матриця. Невiдому матрицю
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знаходимо з рiвняння F̂U = UF̂J

U =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 3 0
0 0 0 3 12 2
0 0 0 1 4 1

 .

Матрицi F̂ , F̂J мають подiбнi матричнi коренi

F̂ = F̃ 4 = UF̂JU
−1 = UJ̃4U−1 =

[
UJ̃U−1

]4
.

Звiдси отримуємо дiйсний корiнь парного степеня з матрицi F̂

F̃ = UJ̃U−1 =

√
2

64



32 −8 −3 136 −101 199
0 32 −8 −32 40 −88
0 0 32 0 −32 96

−32 −88 27 40 19 −65
−96 −360 41 24 113 −267
−32 −120 3 8 27 −57

 .

Матриця F̃ має власнi значення кратностi 3

λ1 = λ3 = λ5 =
√
2
2 (1− i) = e−iπ/4,

λ2 = λ4 = λ6 =
√
2
2 (1 + i) = eiπ/4

i безпосередня перевiрка пiдтверджує рiвнiсть F̂ = F̃ 4. Оскiль-
ки rang(F̃ − e−iπ/4I) = rang(F̃ − eiπ/4I) = 5, то матриця F̃ має
два нелiнiйних елементарних дiльника (λ−e−iπ/4)3, (λ−eiπ/4)3.

Частина розв’язку знайденої дискретної системи збiгається
в спiльних дискретних моментах часу з розв’язком вихiдної си-
стеми. Так розв’язок початкової системи має вигляд

x(kh) = F kx(0), k = 0, 1, 2, . . . ,
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а розв’язок побудованої системи в дискретнi моменти часу
k̃h̃, k̃ = 4k такий:

x̃(k̃h̃) =

[
z1(k̃h̃)

z2(k̃h̃)

]
= F̃ k̃x̃(0) = F̂ kx̃(0) =

[
Jkz1(0)

F kz2(0)

]
.

При довiльному векторi z1(0) i z2(0) = x(0), k̃ = 4k,
k = 0, 1, 2, . . . виконується тотожнiсть x(kh) ≡ z2(k̃h̃).

4. Синхронiзацiя за кроком дискретизацiї нелiнiйних
дискретних систем. Розглянемо нелiнiйну дискретну дина-
мiчну систему

xi(khi + hi) = fi(xi(khi), ui(khi), khi), xi(0) = xi0,

i = 1, n, k = 0, 1, 2, . . . ,
(32)

де xi = [xi1, . . . , xini ]
T — вектор стану, ui = [ui1, . . . , uimi ]

T — ве-
ктор керування, fi ∈ Rni — нелiнiйна дiйсна векторна функцiя,
hi — крок дискретизацiї (рацiональне число).
Вважаємо, що нелiнiйнi функцiї в (32) коректнi (iснують i
набувають дiйсних значень) для всiх крокiв khi i = 1, n,
k = 0, 1, 2, . . ..

Далi розглянемо наступну нелiнiйну дискретну систему:

x̃i(k̃h0 + h0) =
[
fi(x̃i(k̃h0), ui(θi(k̃h0)), θi(k̃h0))− x̃i(k̃h0)

]
δi+

+x̃i(k̃h0), x̃i(0) = x̃i0, i = 1, n, k̃ = 0, 1, 2, . . . ,

θi(k̃h0 + h0) = θi(k̃h0) + δimih0, θi(0) = 0,

δi = 1− sgn
(
k̃h0/hi − [k̃h0/hi]

)
= 1− sgn

(
k̃/mi − [k̃/mi]

)
,

(33)
де x̃i = [x̃i1, . . . , x̃ini ]

T — вектор стану, ui = [ui1, . . . , uimi ]
T —

вектор керування з (32), fi ∈ Rni — нелiнiйна векторна функцiя
з (32), h0 = hi/mi — крок дискретизацiї (mi — деякi цiлi числа),
sgn — сiгнум-функцiя, яка може приймати значення -1,0,1; θi —
числова змiнна стану, [c] — цiла частина числа c [10, с.16].



52 Зiнчук М.О., Новицький В.В.

Вважаємо, що x̃i0 = xi0, а крок дискретизацiї h0 отрима-
но так само, як в теоремi 1. Змiнна δi приймає значення 1 в
спiльних дискретних точках (k̃ кратне mi) вiдповiдних рiвнянь
систем (32), (33) i 0 — в iнших випадках. Легко бачити, що фун-
кцiя θi(k̃h0) приймає значення рiвнi khi на iнтервалах

k̃h0 ∈ [khi + h0, khi + hi], k = 0, 1, . . . .

Тодi маємо рiвностi

θi(k̃h0) = khi, x̃i(k̃h0) = xi(khi), ui(θi(k̃h0)) = ui(khi),

при k̃h0 ∈ [(k − 1)hi + h0, khi], k = 1, 2, . . . .
Таким чином, розв’язки x̃i(k̃h0) рiвнянь (33) збiгаються з

розв’язками xi(khi) в спiльних точках: k̃h0 = khi, k̃, k ∈
∈ {0, 1, . . .}.

Рiвняння (33) можна залишити без змiн, якщо рацiональ-
нi кроки дискретизацiї в (32) залежать вiд k (hi = hi(k)).
Крок h0 визначаємо за всiма hi(k), i = 1, n, k = 0, 1, . . ., тобто
hi(k) = mi(k)h0, де mi(k) — деякi цiлi числа. Вiдзначимо, що в
цьому випадку h0 може прямувати до нуля.

Систему (33) можна спростити, якщо нелiнiйнi функцiї fi
коректнi для всiх значень k̃h0. В цьому випадку система набуде
вигляду

x̃i(k̃h0 + h0) =
[
fi(x̃i(k̃h0), ũi(k̃h0), k̃h0)− x̃i(k̃h0)

]
δi + x̃i(k̃h0),

x̃i(0) = x̃i0, i = 1, n, k̃ = 0, 1, 2, . . . ,

δi = 1− sgn
(
k̃h0/hi − [k̃h0/hi]

)
= 1− sgn

(
k̃/mi − [k̃/mi]

)
,

(34)
де ũi(0) = ui(0) i ũi(k̃h0) = ui(khi) при

k̃h0 ∈ [(k − 1)hi + h0, khi], k ∈ {1, 2, . . .}. (35)

Як i для рiвняння (33), в цьому випадку буде виконуватися
рiвнiсть x̃i(k̃h0) = xi(khi) для k̃h0 з iнтервалiв (35). Таким чи-
ном, розв’язки xi(khi), x̃i(k̃h0) рiвнянь вiдповiдно систем (32) i
(34) збiгаються в спiльних дискретних моментах часу.
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