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For the restricted circular three-body problem, we explore qualitative
nature of motion. We consider sufficient conditions of boundedness for these
motions (Lagrange stability) when there exists the Jacobian integral but
the Hill condition is not satisfied.

Изучается качественный характер движения в рамках ограниченной
круговой задачи трёх тел. Рассматриваются достаточные условия огра-
ниченности этих движений (устойчивости по Лагранжу) в случае, ко-
гда существует интеграл Якоби, но не выполняется условие Хилла.

1. Вступ

Розглянемо обмежену задачу трьох тiл, коли, як вiдомо [1, 2], маса
m3 третього тiла настiльки мала порiвняно з масами двох iнших тiл
(m1 ≥ m2 ≫ m3), що її впливом на них можна знехтувати. При цьому
зупинимося на випадку кругової задачi, коли iснує iнтеграл Якобi i,
як показав Хiлл, може iснувати область обмежених рухiв малої час-
тки. Зокрема, ситуацiя виглядає таким чином: якщо стала рiвня h
iнтеграла Якобi вiд’ємна i h < h∗ < 0, де h∗ – деяка критична стала,
то область можливих рухiв малої частки можна зобразити як об’єд-
нання двох областей: областi ωH обмежених рухiв за координатами
(областi Хiлла) i областi ωnc обмежених рухiв за швидкостями, тобто
ω = ωH

⋃
ωnc, причому ωH

⋂
ωnc = Ø. У зв’язку з визначенням зга-

даних областей див. також [3]. Далi для зручностi умову: h < h∗ < 0
називатимемо умовою Хiлла.
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Як недавно показано в роботi автора [5], при h < h∗ < 0, тобто
при виконаннi умови Хiлла, рухи, що належать областi ωnc, при до-
датковiй умовi, що кругова задача плоска, є стiйкими за Лагранжем
i, таким чином, є обмеженими як за швидкостями, так i за координа-
тами.

Структура конфiгурацiйного простору рiзко змiнюється, якщо
h∗ < h < 0, тобто умова Хiлла не виконується. Тодi вище згаданi
областi перестають iснувати i виникає питання, що можна сказати
про рух малої частки у цьому випадку. Вiдповiдь на це питання ми
шукатимемо нижче.

Оскiльки ми розглядаємо лише випадок кругової обмеженої задачi
трьох тiл, то вектори r1 i r2 як розв’язки задачi двох тiл вiдповiдають
круговим орбiтам точок з масами m1 i m2. Переходячи до вiдносних
довжин векторiв [4]:

ρi =
ri

|r12|
, (1)

де |r12| = |r12|0 = const, запишемо рiвняння руху у формi:

ρ1
′′ = µ

ρ12

|ρ12|3
,

ρ2
′′ = −(1− µ)

ρ12

|ρ12|3
,

ρ3
′′ = −(1− µ)

ρ13

|ρ13|3
− µ

ρ23

|ρ23|3
.

(2)

Тут ρij = ρj − ρi (i, j = 1, 2, 3), штрих означає диференцiювання за
безрозмiрним часом

τ =

√
G(m1 +m2)

|r12|03/2
t,

де G > 0 — гравiтацiйна стала, а

µ =
m2

m1 +m2
, 0 < µ ≤ 1

2
.

Системi (2) також можна надати форми

ρ12
′′ = − ρ12

|ρ12|3
,

ρ3
′′ = −(1− µ)

ρ13

|ρ13|3
− µ

ρ23

|ρ23|3
.

(3)
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Поряд з рiвняннями руху у формах (2) i (3) використовуватимемо
також рiвняння, якi ми вiднесемо до системи координат, що обертає-
ться з одиничною кутовою швидкiстю навколо осi, перпендикулярної
до площини обертання двох масивних тiл m1 i m2. У цьому випадку
друге векторне рiвняння системи (3) набуває вигляду [1]:

x′′ − 2y′ = x− (1 − µ)
x− µ

ρ313
− µ

x+ 1− µ

ρ323
,

y′′ + 2x′ = y − (1− µ)
y

ρ313
− µ

y

ρ323
,

z′′ = −(1− µ)
z

ρ313
− µ

z

ρ323
.

(4)

Тут ρ13 = |ρ13|, ρ23 = |ρ23|,

ρ
2
13 = (x− µ)2 + y2 + z2, ρ

2
23 = (x+ 1− µ)2 + y2 + z2, (5)

(x, y, z)T = r, (x̃, ỹ, z)T = ρ3, r2 = ρ
2
3, (6)

причому (x, y, z) — координати малої частки вiдносно системи коор-
динат, що обертається, а (x̃, ỹ, z) — її координати вiдносно iнерцiйної
системи координат.

Iнтеграл Якобi для системи у формi (4) має вигляд

2T − 2U = 2h, 2T = x′
2
+ y′

2
+ z′

2
, h = const. (7)

Далi зручно переписати рiвностi (5) у формi

ρ
2
13 = −2µx+ µ2 + r2, ρ

2
23 = 2(1− µ)x+ (1− µ)2 + r2, (8)

звiдки отримуємо

r2 = ρ
2
3 = −µ(1− µ) + (1− µ)ρ2

13 + µρ2
23. (9)

У зв’язку з (9) зауважимо також, що справедлива рiвнiсть

ρ
′2
3 = −µ(1− µ) + (1− µ)ρ′2

13 + µρ′2
23. (10)

Поряд з рiвняннями руху у формi (4) для подальших наших цi-
лей ми також будемо використовувати отриманi в роботi [4] рiвняння
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вiдстаней:

ρ213
′′
= 2v213 −

2

ρ13
+

+µ

[
2

ρ13
+ (ρ223 − ρ213 − 1) +

1

ρ23

(
1− ρ213
ρ223

− 1

)]
,

ρ223
′′
= 2v223 −

2

ρ23
+

+(1− µ)

[
2

ρ23
+ (ρ213 − ρ223 − 1) +

1

ρ13

(
1− ρ223
ρ213

− 1

)]
,

v213
′
+

(ρ213)
′

ρ313
= −µ

[
(ρ213)

′
(
1− 1

ρ313

)
− (ρ223)

′
(
1− 1

ρ323

)
+

+2y

(
1− 1

ρ323

)]
, (11)

v223
′
+

(ρ223)
′

ρ323
= (1− µ)

[
(ρ213)

′
(
1− 1

ρ313

)
− (ρ223)

′
(
1− 1

ρ323

)
+

+2y

(
1− 1

ρ313

)]
,

2y′ = v223 − v213 + ρ213 − ρ223,

де v13 = ρ
′
13, v23 = ρ

′
23. Тут, як i в рiвняннях (2) — (4), штрих означає

диференцiювання за безрозмiрним часом τ . Хоч система рiвнянь (11)
є системою з надлишковими координатами [4], проте це не створює
проблем при дослiдженнi якiсних питань руху малої частки.

Характерною ознакою системи рiвнянь (11) є те, що вона, на вiд-
мiну вiд (4), вiднесена до iнерцiйної системи вiдлiку з початком в
центрi мас двох масивних тiл.

2. Деякi якiснi аспекти руху в обмеженiй круговiй
задачi трьох тiл

Означення 1. Рух ρ(τ) = (ρ1,ρ2,ρ3)
T системи (2) назвемо стiйким
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за Лагранжем, якщо виконується умова

c1 ≤ |ρij(τ)| ≤ c2 ∀τ ∈ R =]−∞,∞[, ∀i < j, (12)

де c1, c2 — додатнi сталi.

Означення 2. Рух ρ(τ) = (ρ1,ρ2,ρ3)
T системи (2) назвемо ди-

стальним, якщо виконується нерiвнiсть

|ρij(τ)| ≥ c3 ∀τ ∈ R, ∀i < j, 0 < c3 = const. (13)

Твердження 1. В умовах обмеженої кругової задачi трьох тiл
виконуються рiвностi

x = −ρ3ρ12, (14)

y = −ρ3ρ
′
12. (15)

Доведення. На пiдставi (5) маємо рiвнiсть

x =
ρ
2
23 − ρ

2
13 − 1 + 2µ

2
, (16)

яку далi перепишемо у виглядi

x =
1

2

[
(ρ3 − ρ2)

2 − (ρ3 − ρ1)
2 − 1 + 2µ

]
=

=
1

2

[
−2ρ3(ρ2 − ρ1) + ρ

2
2 − ρ

2
1 − 1 + 2µ

]
. (17)

Зауважуючи, що

ρ1 = −µρ12, ρ2 = (1− µ)ρ12, (18)

а ρ
2
12 = 1, бачимо, що рiвнiсть (14) випливає з (17).
Щоб отримати рiвнiсть (15), перепишемо рiвнiсть [4]

ρ23ρ
′
13 − ρ13ρ

′
23 = x′ − 2y

у виглядi
(ρ3 − ρ2)(ρ

′
3 − ρ

′
1)− (ρ3 − ρ1)(ρ

′
3 − ρ

′
2)−

−1

2

[
(ρ3 − ρ2)

2 − (ρ3 − ρ1)
2
]′
+ 2y = 0. (19)

Беручи до уваги (18), а також той факт, що у випадку кругової задачi

ρ12ρ
′
12 = 0, (20)

на пiдставi (19) отримуємо рiвнiсть (15).
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Наслiдком рiвностей (14), (15) є рiвностi

x′ = y − ρ12ρ
′
3, (21)

y′ = −x− ρ
′
12ρ

′
3, (22)

якi ми отримуємо, продиференцiювавши (14) i (15).
У роботi автора [5] рiвностi (21) i (22) отриманi iншим шляхом.

Твердження 2. Нехай в умовах плоскої обмеженої кругової за-
дачi трьох тiл h∗ < h < 0, тобто умова Хiлла не виконується.
Тодi, якщо рух малої частки вiдповiдає визначенню дистальностi,
то вiн є стiйким за Лагранжем.

Доведення. Оскiльки рух дистальний, то на пiдставi перших
двох рiвнянь системи (11), використовуючи схему доведення теоре-
ми з роботи [5], робимо висновок, що вiн обмежений щодо координати
x. Крiм того, враховуючи дистальнiсть дослiджуваного руху, можемо
стверджувати, що розв’язки системи (4) є неперервними i диференцi-
йованими на будь-якому сегментi [τk1, τk2], який належить Rτ . Отже
до них можна застосувати теорему про середнє [6]. У вiдповiдностi з
останньою маємо рiвнiсть

[x(τk2)− x(τk1)] y
′(τ∗k ) = [y(τk2)− y(τk1)] x

′(τ∗k ), τ∗k ∈ (τk1, τk2), (23)

яку, беручи до уваги (21) i (22), можемо переписати у виглядi

[x(τk2)− x(τk1)] [−x(τ∗k )− ρ
′
12(τ

∗
k )ρ

′
3(τ

∗
k )] =

= [y(τk2)− y(τk1)] [y(τ
∗
k )− ρ12(τ

∗
k )ρ

′
3(τ

∗
k )] . (24)

Лiва частина рiвностi (24) є обмеженою, оскiльки ρ
′
12 i ρ′

3 обмеженi.
Таким чином, незалежно вiд значення τ виконується нерiвнiсть

| [x(τk2)− x(τk1)] [−x(τ∗k )− ρ
′
12(τ

∗
k )ρ

′
3(τ

∗
k )] | < c, 0 < c = const.

Покажемо, враховуючи обмеженiсть ρ12, що це тягне за собою обме-
женiсть розглядуваного руху по координатi y.

Дiйсно, припустимо супротивне, що координата y – необмежена.
Тодi iснує така послiдовнiсть {τk} (k = 1, 2, 3, . . . ), що

lim
k→∞

τk = ∞ (25)
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i без порушення загальностi розгляду можемо вважати, що виконує-
ться рiвнiсть

lim
k→∞

y(τk) = ∞. (26)

У рiвностi (24) сегмент [τk1, τk2] виберемо таким чином, щоб вiн мi-
стив точку τk. Тодi за рахунок такого вибору сегмента можемо дося-
гнути того, щоб її права частина, враховуючи рiвнiсть (26), переви-
щувала c. Приходимо до суперечностi, що свiдчить про обмеженiсть
руху по координатi y. Таким чином, дослiджуваний плоский дисталь-
ний рух задовольняє означення 1, звiдки випливає справедливiсть
твердження 2. �

Зауваження. Як видно з формулювання твердження 2, щоб за-
безпечити обмеженiсть руху малої частки, ми замiсть умови Хiлла
ввели умову дистальностi руху. Однак, на вiдмiну вiд умови Хiлла,
яку порiвняно просто задовольнити за рахунок вiдповiдного вибору
початкових умов, виконання умови дистальностi є проблематичним,
як для обмеженої задачi, так i для загального випадку задачi трьох
тiл. На жаль, вказати такi початковi умови, якi виокремлюють ди-
стальний рух, ми не можемо. В цьому сенсi твердження 2 дає нам
лише деяку уяву про фактори, достатнi для забезпечення потрiбної
якостi руху малої частки.

3. Про рiвняння руху малої частки на основi спiв-
вiдношень (14) i (15)

Застосуємо встановленi вище рiвностi (14) i (15) для отримання рiв-
нянь руху малої частки у випадку плоскої кругової обмеженої задачi
трьох тiл. Для цього рiвностi (21) i (22), якi ми одержали на пiдставi
(14) i (15), враховуючи, що |ρ12| = |ρ′

12| = 1, перепишемо у виглядi

x′ − y = −|ρ′
3| cosα1,

y′ + x = −|ρ′
3| cosα2,

(27)

де cosα1 = cos(ρ̂12ρ3
′) i cosα2 = cos(ρ̂′

12ρ3
′). Оскiльки задача круго-

ва, то ρ
′
12 ⊥ ρ12, а тому cosα2 = sinα1.

Обмежимось далi локальним варiантом рiвнянь (27), розглядаю-
чи їх в околi точок лiбрацiї L3 i L4 [4]. Тодi у вiдповiдностi з (27),
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враховуючи (10), отримуємо

ξ′ − η − y0 = −
√
1− µ(1− µ) + (1− µ)v1 + µv2 cos(α

0 + α),

η′ + ξ + x0 = −
√
1− µ(1− µ) + (1− µ)v1 + µv2 sin(α

0 + α),

(28)

де x0, y0,ρ′2
13

0
= ρ

′2
23

0
= 1, α0 – значення вiдповiдних змiнних у точках

лiбрацiї L3 i L4, а ξ, η, v1, v2, α – їх малi збурення в околi L3 i L4 (у
цьому зв’язку також див. [4]). На пiдставi (28) маємо

cosα0 =
y0

|ρ′
3|0
, sinα0 = − x0

|ρ′
3|0
, |ρ′

3|0 =
√
1− µ(1− µ), (29)

а оскiльки

cos(α0 + α) = cosα0 cosα− sinα0 sinα,

sin(α0 + α) = sinα0 cosα+ cosα0 sinα,
(30)

то вiдповiдно до (28) у збуреному русi отримуємо рiвняння

ξ′ − η = −1

2
y0

(1− µ)v1 + µv2
1− µ(1− µ)

+
1

2
(1− 2µ)α+O(u2),

η′ + ξ =
1

2
x0

(1 − µ)v1 + µv2
1− µ(1− µ)

− y0α+O(u2).

(31)

Тут u2 = v21 + v22 + α2.
Перепишемо останнє рiвняння системи (11) у виглядi

y′ =
1

2
(v223 − v213 + ρ213 − ρ223),

а отже в збуреному русi справедливе рiвняння

η′ + ξ =
1

2
(v2 − v1), (32)

що на пiдставi другого рiвняння системи (31) дозволяє отримати рiв-
нiсть

α =
[(1 + µ)v1 − (2− µ)v2]

4y0[1− µ(1 − µ)]
+O(v21 + v22). (33)
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З допомогою (33) перше рiвняння системи (31) можемо переписати у
виглядi

ξ′ = η − 1

3
y0(v1 + v2) +O(v21 + v22)

i отже, використовуючи третє i четверте рiвняння системи (11), сфор-
мувати для плоскої обмеженої задачi трьох тiл в лiнiйному наближен-
нi рiвняння збуреного руху в околi точок L3 i L4:

ξ′ = η − 1

3
y0(v1 + v2) +O(v21 + v22),

η′ = −ξ + 1

2
(v2 − v1),

v′1 = y0(2− 3µ)ξ +
1

2
(2− 9µ)η +

2

3
y0(v1 − 2v2) +O(w2),

v′2 = y0(−1 + 3µ)ξ +
1

2
(7 − 9µ)η +

2

3
y0(2v1 − v2) +O(w2),

(34)

де w2 = ξ2 + η2 + v21 + v22 .
Вiдповiдне характеристичне рiвняння для лiнiйного наближення

системи (34) набуває форми

λ4 + λ2 +
27

4
µ(1− µ) = 0 (35)

i, таким чином, за умови 27µ(1 − µ) < 1 система (34) стiйка в лiнiй-
ному наближеннi. Одержана умова узгоджується з ранiше вiдомим
результатом. Зокрема, до такої умови приходимо i на пiдставi лiнiйно-
го наближення для рiвнянь збуреного руху, що вiдповiдають системi
(4):

ξ′′ − 2η′ =
3

4
ξ − 3

2
y0(1− 2µ)η +O(ξ2 + η2),

η′′ + 2ξ′ = −3

2
y0(1− 2µ)ξ +

9

4
η +O(ξ2 + η2).

(36)

Безумовно важко говорити про переваги якоїсь iз систем (34) або
(36), не виходячи за рамки лiнiйного наближення. Це питання набу-
ває сенсу, коли розглядати вищi наближення.
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4. Висновок

Твердженням 2 в рамках обмеженої кругової задачi трьох тiл ми вка-
зали достатнi умови стiйкостi за Лагранжем малої частки, коли умо-
ва Хiлла не виконується. При цьому iстотним моментом для забез-
печення стiйкого за Лагранжем руху малої частки була вимога його
дистальностi, що не менш важливо i для загального випадку задачi
трьох тiл [7]. Разом з тим не можна не звернути увагу на той факт,
що нам вдалося отримати достатнi умови стiйкостi лише для випад-
ку плоскої обмеженої задачi, коли мала частка здiйснює рух у тiй
же площинi, в якiй рухаються два масивнi тiла. Виникає питання, чи
ця обставина зумовлена способом доведення твердження 2, чи при-
чина цього схована глибше. На жаль, ми не можемо вiдповiсти на це
питання, що залишає його вiдкритим.
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