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Äåôîðìàöi¨ ãëàäêèõ ôóíêöié íà 2-
òîði, ó ÿêèõ ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ¹
äåðåâîì

Íåõàé f : T 2 → R�ôóíêöiÿ Ìîðñà íà 2-òîði T 2, X � çàìêíåíà (ìî-
æëèâî ïîðîæíÿ) ïiäìíîæèíà â T 2 i S(f,X), O(f,X)� âiäïîâiäíî ñòà-
áiëiçàòîð i îðáiòà ôóíêöi¨ f âiäíîñíî ïðàâî¨ äi¨ ãðóïè äèôåîìîðôi-
çìiâ D(T 2, X) íåðóõîìèõ íà X. Íåõàé Did(T 2, X)� çâ'ÿçíà êîìïîíåí-
òà D(T 2, X), ùî ìiñòèòü id i Of (f,X)� çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà O(f,X),
ùî ìiñòèòü f. Ïîêëàäåìî S′(f,X) = S(f)∩Did(T 2, X). Ïðèïóñòèìî ùî
ôóíêöiÿ f ¹ òàêîþ, ùî ¨¨ ãðàô Êðîíðîäà�Ðiáà ¹ äåðåâîì. Òîäi iñíó¹
ìíîæèíà 2-äèñêiâ {Di}ri=0 ⊂ T 2 òà ñòàëi n,m ∈ N òàêi, ùî ìà¹ ìiñöå
içîìîðôiçì π1Of (f) ∼=

∏r
i=0 π0S

′(f |Di , ∂Di) o
Zn×Znm

Z2, äå A o
Zn×Znm

Z2 �

âiíöåâèé äîáóòîê A i Z2 íàä Zn × Znm. Öåé ðåçóëüòàò ìà¹ ìiñöå äëÿ
áiëüøîãî êëàñó ãëàäêèé ôóíêöié f : T 2 → R ÿêi ìàþòü òàêó âëàñòè-
âiñòü: äëÿ êîæíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè z ôóíêöi¨ f ïàðîñòîê f â z ¹ ãëàäêî
åêâiâàëåíòíèì îäíîðiäíîìó ìíîãî÷ëåíó R2 → R áåç êðàòíèõ êîðåíiâ.

1. Âñòóï

Íåõàé M � ãëàäêà êîìïàêòíà ïîâåðõíÿ, X � çàìêíåíà (ìî-
æëèâî ïîðîæíÿ) ïiäìíîæèíà â M , D(M,X)� ãðóïà äèôåî-
ìîðôiçìiâM , íåðóõîìèõ íà X. Òîäi ãðóïà D(M,X) äi¹ íà ïðî-
ñòîði ãëàäêèõ ôóíêöié C∞(M,R) çà òàêèì ïðàâèëîì:

γ : C∞(M,R)×D(M,X)→ C∞(M,R), γ(f, h) = f ◦ h. (1.1)

Íåõàé f ∈ C∞(M,R)� ãëàäêà ôóíêöiÿ íà M . Ìíîæèíè

S(f,X) = {f ∈ D(M,X) | f ◦ h = f},
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O(f,X) = {f ◦ h | h ∈ D(M,X)}

íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ñòàáiëiçàòîðîì i îðáiòîþ ôóíêöi¨ f
âiäíîñíî äi¨ (1.1).
ßêùî X ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, òî ïîêëàäåìî

D(M) = D(M,∅), S(f) = S(f,∅), O(f) = O(f,∅),

i òàê äàëi. Íàäiëèìî ïðîñòîðè D(M,X), C∞(M,R), S(f,X), i
O(f,X) âiäïîâiäíèìè ñèëüíèìè C∞-òîïîëîãiÿìè Óiòíi.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sid(f,X) i Did(M,X) âiäïîâiäíî òîòîæíi

êîìïîíåíòè S(f,X) i D(M,X), à ÷åðåç Of (f,X)�êîìïîíåíòó
O(f,X), ùî ìiñòèòü f . Íåõàé òàêîæ

S′(f,X) = S(f) ∩Did(M,X).

Íåõàé äàëi F(M) ⊂ C∞(M,R)�ìíîæèíà ãëàäêèõ ôóíêöié,
ùî çàäîâîëüíÿþòü òàêi äâi óìîâè:

(B) ôóíêöiÿ f ïðèéìà¹ ïîñòiéíå çíà÷åííÿ íà êîæíié çâ'ÿçíié
êîìïîíåíòi ∂M , i âñi êðèòè÷íi òî÷êè f íàëåæàòü äî âíó-
òðiøíîñòi M ;

(P) äëÿ êîæíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè z ôóíêöi¨ f ïàðîñòîê f â z
¹ ãëàäêî åêâiâàëåíòíèì äî äåÿêîãî îäíîðiäíîãî ïîëiíîìó
fz : R2 → R áåç êðàòíèõ êîðåíiâ.

Íåõàé Morse(M)�ìíîæèíà ôóíêöié Ìîðñà íà M , òîáòî ôóí-
êöié, ùî ìàþòü ëèøå íåâèðîäæåíi êðèòè÷íi òî÷êè. Ìíîæè-
íà Morse(M) ¹ âiäêðèòîþ i âñþäè ùiëüíîþ ïiäìíîæèíîþ â
C∞(M,R). Íà ïiäñòàâi ëåìè Ìîðñà êîæíà íåâèðîäæåíà îñîáëè-
âiñòü ¹ ãëàäêî åêâiâàëåíòíîþ îäíîðiäíîìó ìíîãî÷ëåíó ±x2±y2

áåç êðàòíèõ êîðåíiâ. Îòæå, Morse(M) ⊂ F(M).

Òåîðåìà 1.1. [1�3] Íåõàé f ∈ F(M)�ôóíêöiÿ i X � ñêií-
÷åííå (ìîæëèâî ïîðîæí¹) îá'¹äíàííÿ ðåãóëÿðíèõ êîìïîíåíò
ìíîæèí ðiâíÿ ôóíêöi¨ f . Òîäi ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæå-
ííÿ.
(1) Âiäîáðàæåííÿ

p : D(M,X)→ O(M,X), p(h) = f ◦ h
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¹ ðîçøàðóâàííÿì Ñåððà ç øàðîì S(f,X), òîáòî âîíà ìà¹ âëà-
ñòèâiñòü ïiäíÿòòÿ ãîìîòîïi¨ äëÿ CW-êîìïëåêñiâ.
(2) Îáìåæåííÿ ðîçøàðóâàííÿ p íà Did(M,X)

p|Did(M,X) : Did(M,X)→ Of (f,X)

òàêîæ ¹ ðîçøàðóâàííÿì Ñåððà.
(3) Ïðèïóñòèìî, ùî X = ∅ i, àáî f ìà¹ êðèòè÷íó òî÷êó,

ùî íå ¹ íåâèðîäæåíèì ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì, àáî M ¹ íå-
îði¹íòîâàíîþ ïîâåðõíåþ. Òîäi Sid(f) ¹ ñòÿãóâàíèì,

πnOf (f) = πnM, n ≥ 3, π2Of (f) = 0,

i äëÿ π1Of (f) ìè ìà¹ìî òàêó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü

1 −→ π1Did(M)
p−−→ π1Of (f)

∂−−→ π0S
′(f) −→ 1. (1.2)

(4) Ïðèïóñòèìî, ùî χ(M) < 0 àáî X 6= 0. Òîäi Did(M,X) i
Sid(f,X) ¹ ñòÿãóâàíèìè, πnOf (f,X) = 0 äëÿ n ≥ 2, à âiäîáðà-
æåííÿ

∂ : π1Of (f,X)→ π0S
′(f,X) (1.3)

¹ içîìîðôiçìîì.

Íåõàé òàêîæ ω : (Ik, ∂Ik, 0)→ (Did(M,X), Sid(M,X), idM )�
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ òðiéîê, k ≥ 0. Òîäi ç (2) òåîðåìè 1.1
âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ≥ 0 iñíó¹ içîìîðôiçì

λk : πk(Did(M,X), Sid(f,X))→ πkOf (f,X), λk[ω] = [f ◦ ω],

äèâ., íàïðèêëàä, [4, � 4.1, òåîðåìà 4.1]. Â ïîäàëüøîìó òåêñòi
ðîáîòè ìè áóäåìî îòîòîæíþâàòè π1Of (f) ç π1(Did(T 2), S′(f)).
Â ñåði¨ ðîáiò [1�3, 5�8] Ìàêñèìåíêî îïèñàâ ãîìîòîïi÷íi òèïè

ñòàáiëiçàòîðiâ äi¨ (1.1). Àâòîðè ó ðîáîòàõ [9,10] îïèñàëè ôóíäà-
ìåíòàëüíó ãðóïó îðáiò π1Of (f) ôóíêöié f ç F(T 2) ó âèïàäêó,
êîëè ÊÐ-ãðàô ôóíêöi¨ f ìiñòèòü öèêë. Ó âèïàäêó, êîëè ÊÐ-
ãðàô f ¹ äåðåâîì, àâòîðè [11] çíàéøëè óìîâè, çà ÿêèõ ïîñëi-
äîâíiñòü (1.2) ðîçùåïëþ¹òüñÿ. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ îïèñ ãðóïè
π1Of (f) ôóíêöié ç F(T 2), ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ÿêèõ ¹ äåðåâîì,
äèâ. òåîðåìó 2.5.
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2. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

2.1. Âiíöåâi äîáóòêè G oZn×Zm Z2. Íåõàé G� ãðóïà ç îäèíè-
öåþ 1 i n,m ≥ 1. ×åðåç Map(Zn × Zm, G) ìè ïîçíà÷èìî ãðóïó
âñiõ âiäîáðàæåíü ç Zn×Zm â G ç ïîòî÷êîâèì ìíîæåííÿì, òîáòî
ÿêùî α, β : Zn×Zm → G�äâà âiäîáðàæåííÿ ç Map(Zn×Zm, G),
òî (α · β)(i, j) = α(i, j) · β(i, j), äå (i, j) ∈ Zn × Zm.
Ãðóïà Z2 äi¹ ñïðàâà íà Map(Zn×Zm, G) çà òàêèì ïðàâèëîì:

ÿêùî α ∈ Map(Zn × Zm, G) i (k, l) ∈ Z2, òîäi ðåçóëüòàò öi¹¨ äi¨
αk,l çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

αk,l(i, j) = α(i+ k mod n, j + l mod m), (i, j) ∈ Z2.

Íàïiâïðÿìèé äîáóòîê Map(Zn × Zm, G) o Z2, ùî âiäïîâiäà¹
öié äi¨, ïîçíà÷èìî ÷åðåç

G o
Zn×Zm

Z2 := Map(Zn × Zm, G) o Z2

i áóäåìî íàçèâàòè âiíöåâèì äîáóòêîì G i Z2 íàä Zn × Zm.
Òàêèì ÷èíîì, G o

Zn×Zm

Z2 �öå ïðÿìèé äîáóòîê ìíîæèí

Map(Zn × Zm, G)× Z2

ç òàêîþ îïåðàöi¹þ

(α, (k1, k2))(β, (l1, l2)) = (αβk1,k2 , (k1 + l1, k2 + l2))

äëÿ âñiõ (α, (k1, k2)), (β, (l1, l2)) ∈ Map(Zn × Zm, G) × Z2. Êðiì
òîãî, ìè ìà¹ìî òàêó êîðîòêó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü:

1 −→ Map(Zn × Zm, G)
σ−−→ G o

Zn×Zm

Z2 p−−→ Z2 −→ 1,

äå σ(α) = (α, (0, 0))� âêëàäåííÿ i p(α, (a1, a2)) = (a1, a2)�ïðî-
åêöiÿ.

2.2. Ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨ f . Íåõàé f ∈ F(M)�
ãëàäêà ôóíêöiÿ i c ∈ R�äiéñíå ÷èñëî. Çâ'ÿçíà êîìïîíåíòà C
ìíîæèíè ðiâíÿ f−1(c) íàçèâà¹òüñÿ êðèòè÷íîþ, ÿêùî C ìiñòèòü
ùîíàéìåíøå îäíó êðèòè÷íó òî÷êó f . Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
C íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ.
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Íåõàé ∆�ðîçáèòòÿ M íà çâ'ÿçíi êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ
ôóíêöi¨ f . Äîáðå âiäîìî, ùî ôàêòîð-ïðîñòiðM/∆ ¹ 1-âèìiðíèì
CW êîìïëåêñîì iM/∆ íàçèâà¹òüñÿ ãðàôîì Êðîíðîäà-Ðiáà àáî,
ïðîñòiøå, KR-ãðàôîì ôóíêöi¨ f . Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè éîãî ÷å-
ðåç Γf . Âåðøèíàìè ãðàôó Γf ¹ êðèòè÷íi êîìïîíåíòè ìíîæèí
ðiâíÿ ôóíêöi¨ f . Íåõàé pf : M → Γf �ïðîåêöiÿ M íà ôàêòîð-
ïðîñòið Γf = M/∆.

2.3. Äiÿ S′(f) íà Γf . Íåõàé f ∈ F(M)� ãëàäêà ôóíêöiÿ. Çà-
çíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ f ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê êîìïîçèöiÿ
òàêèõ âiäîáðàæåíü

f = φ ◦ pf : M
pf−−→ Γf

φ−−→ R.

Ïðèïóñòèìî, ùî h ∈ S′(f). Òîäi f ◦ h = f i ìè îòðèìó¹ìî, ùî
h(f−1(c)) = f−1(c) äëÿ âñiõ c ∈ R. Îòæå, h ïåðåñòàâëÿ¹ çâ'ÿçíi
êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ f , à òîìó h iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì
ρ(h) KR-ãðàôó Γf òàêèé, ùî äiàãðàìà

M
pf
//

h
��

Γ(f)
φ
//

ρ(h)

��

R

M
pf
// Γ(f)

φ
// R

(2.4)

¹ êîìóòàòèâíîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, ìè îòðèìó¹ìî ãîìîìîðôiçì

ρ : S′(f)→ Aut(Γf )

â ãðóïó àâòîìîðôiçìiâ Γf . Íåõàé G = ρ(S′(f))� îáðàç S′(f) â
Aut(Γf ) âiäíîñíî âiäîáðàæåííÿ ρ.
Íåõàé v� âåðøèíà Γf i

Gv = {g ∈ G | g(v) = v}

� ñòàáiëiçàòîð v âiäíîñíî äi¨ G. Äîâiëüíèé çàìêíåíèé çâ'ÿçíèé
Gv-iíâàðiàíòíèé îêië v â Γf , ùî íå ìiñòèòü iíøèõ âåðøèí Γf
is áóäåìî íàçèâàòè çiðêîþ âåðøèíè v i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ ÷åðåç
st(v).
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Ìíîæèíà

Glocv = {g|st(v) | g ∈ Gv}

¹ ïiäãðóïîþ â Aut(st(v)), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îáìåæåíü åëåìåíòiâ
ç Gv íà st(v). Ìè áóäåìî íàçèâàòè Glocv ëîêàëüíèì ñòàáiëiçà-
òîðîì âåðøèíè v âiäíîñíî äi¨ ãðóïè G. Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà
Glocv íå çàëåæèòü âiä âèáîðó çiðêè st(v). Çîêðåìà, ìà¹ ìiñöå
òàêà êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

S′(f)
ρ

//

pr

��

G �
�

//

r

��

Aut(Γf )

π0S
′(f)

ρ̂0
//

ρ0

66

Glocv
� � // Aut(st(v)),

(2.5)

äå p�ïðîåêöiÿ, r� âiäîáðàæåííÿ îáìåæåííÿ íà st(v), ρ0 ¹ òà-
êèì, ùî ρ = ρ0 ◦ pr i ρ̂ = r ◦ ρ.
Äëÿ ôóíêöié f ∈ F(T 2) íà 2-òîði T 2 ìà¹ ìiñöå òàêà ëåìà.

Ëåìà 2.4 (Óòâåðæäåíèå 1, [11]). Íåõàé f ∈ F(T 2)� ãëàäêà
ôóíêöiÿ òàêà, ùî ¨¨ ÊÐ-ãðàô Γ(f) ¹ äåðåâîì. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà
âåðøèíà v ãðàôó Γ(f) òàêà, ùî êîæíà êîìïîíåíòà äîïîâíåííÿ
T 2 \ p−1

f (v) ¹ âiäêðèòèì 2-äèñêîì.

Âåðøèíà v ç ëåìè 2.4 i êðèòè÷íà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi V =
p−1
f (v) ðiâíÿ f−1(φ(v)), ùî âiäïîâiäà¹ v, áóäåìî íàçèâàòè ñïå-
öiàëüíèìè.
Ãîëîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîáîòè ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé f ∈ F(T 2)� ãëàäêà ôóíêöiÿ òàêà, ùî Γf
¹ äåðåâîì, i v� ñïåöiàëüíà âåðøèíà Γf . Òîäi

(1) Glocv
∼= Zn × Zmn äëÿ äåÿêèõ m,n ∈ N;

(2) iñíóþòü çàìêíåíi 2-äèñêè D1, D2, . . . , Dr ⊂ T 2 òàêi, ùî
f |Di ∈ F(Di), i = 1, . . . , r, i ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì

ξ : π1Of (f) ∼=
r∏
i=0

π0S
′(f |Di , ∂Di) o

Zn×Zmn

Z2.
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Çîêðåìà, ó âèïàäêó êîëè Glocv = 1, ìè ìà¹ìî içîìîðôiçì

ξ : π1Of (f) ∼= π0S
′(f)× Z2,

ùî äà¹ òåîðåìó 2 [11].

3. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè 2.5

Íåõàé f ∈ F(T 2)� ãëàäêà ôóíêöiÿ òàêà, ùî ¨¨ ÊÐ-ãðàô ¹ äå-
ðåâîì, v� ñïåöiàëüíà âåðøèíà ãðàôó Γf i V = p−1

f (v)� âiäïî-
âiäíà ñïåöiàëüíà êðèòè÷íà êîìïîíåíòà. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî
Glocv

∼= Zn × Zmn äëÿ äåÿêèõ m,n ∈ N.
Âiäìiòèìî, ùî ç ëåìè 2.4 âèïëèâà¹, ùî V çàäà¹ êëiòêîâå ðîç-

áèòòÿ T 2: 0- òà 1-êëiòèíè öüîãî ðîçáèòòÿ � öå âiäïîâiäíî âåð-
øèíè (òîáòî êðèòè÷íi òî÷êè f) òà ðåáðà V , à 2-êëiòèíè� öå
êîìïîíåíòè äîïîâíåííÿ T 2 \ V .
Ç [1, òåîðåìà 7.1] âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî h ∈ ker(r ◦ ρ)

âèêîíàíi òàêi óìîâè:

(1) h(e) = e äëÿ áóäü-ÿêî¨ êëiòèíè e,
(2) âiäîáðàæåííÿ h : e 7→ h(e) çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ êëiòèí e

ðîçìiðíîñòi dim e ≥ 1.

Íåõàé h ∈ S′(f)�äèôåîìîðôiçì. Çãiäíî [2, òâåðäæåííÿ 5.4],
àáî âñi êëiòèíè ¹ h-iíâàðiàíòíèìè, àáî ÷èñëî iíâàðiàíòíèõ êëi-
òèí àâòîìîðôiçìó h äîðiâíþ¹ ÷èñëó Ëåôøåöÿ L(h). Îñêiëü-
êè h� içîòîïíèé òîòîæíîìó âiäîáðàæåííþ äèôåîìîðôiçì òî-
ðà T 2, òî L(h) = χ(T 2) = 0. Òàêèì ÷èíîì, ¾êîìáiíàòîðíà äiÿ¿
h íà ìíîæèíi êëiòèí âèçíà÷à¹òüñÿ éîãî äi¹þ íà ÿêié-íåáóäü
ôiêñîâàíié 2-êëiòèíi, òîáòî äi¹þ ρ(h) íà ðåáði st(v).
Òîìó ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [12] ñëiäó¹, ùî iñíó¹ ïåðåðiç

s : Glocv → S′(f) (3.6)

âiäîáðàæåííÿ r ◦ ρ òàêèé, ùî s(Glocv ) äi¹ íà T 2 âiëüíî. Çîêðåìà
ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ q : T 2 → T 2/Glocv ¹ íàêðèòòÿì, à îòæå
T 2/Glocv ¹ àáî òîðîì, àáî ïëÿøêîþ Êëåéíà. Àëå òàê ÿê Glocv -äiÿ
íà T 2 ¹ äi¹þ ãðóïè äèôåîìîðôiçìiâ, ùî çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ,
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òî ôàêòîð-ïðîñòið T 2/Glocv ¹ òîðîì. Çîêðåìà, ìè ìà¹ìî òàêó
êîðîòêó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü:

1 −→ π1T
2 q−−→ π1T

2/Glocv −→ Glocv −→ 1.

Òàê ÿê q�ìîíîìîðôiçì, òî òâåðäæåííÿ (1) òåîðåìè 2.5 âèïëè-
âà¹ ç òàêî¨ ëåìè:

Ëåìà 3.1. íàïð. [13, Ðîçäië E, ñ. 31] Íåõàé A òà B � âiëüíi
àáåëåâi ãðóïè ðàíãó 2, i q : A → B � âêëàäåííÿ. Òîäi iñíóþòü
L,M ∈ A òà X,Y ∈ B òàêi, ùî A = 〈L,M〉, B = 〈X,Y 〉 i

q(L) = nX, q(M) = mnY

äëÿ äåÿêèõ n,m ∈ N, çîêðåìà B/A ∼= Zn × Zmn.

4. Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (2) òåîðåìè 2.5

Êðîê 1. Âèáið ñïåöiàëüíèõ òâiðíèõ â π1T
2 òà π1T

2/Glocv .
Çàôiêñó¹ìî òî÷êó y ∈ T 2 i íåõàé z = q(y) ∈ T 2/Glocv . Òîäi ìè
ìà¹ìî òàêó êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

0 // π1(T 2, y)
q
// π1(T 2/Glocv , z)

∂ // Glocv // 0

0 // Z2 q
// Z2 ∂ // Zn × Zmn // 1

äå q : Z2 → Z2 òà ∂ : Z2 → Zn × Zmn âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìó-
ëàìè

q(λ, µ) = (nλ,mnµ), ∂(x, y) = (x mod n, y mod mn).

Íåõàé X̂, Ŷ : T 2/Glocv × [0, 1]→ T 2/Glocv � içîòîïi¨, òàêi, ùî

X̂0 = X̂1 = Ŷ0 = Ŷ1 = idT 2/Gloc
v
,

X̂s ◦ Ŷt = Ŷt ◦ X̂s,

äëÿ âñiõ s, t ∈ [0, 1], ïðè÷îìó ïåòëi X̂z, Ŷz : I → T 2/Glocv , âèçíà-

÷åíi çà ôîðìóëàìè X̂z(t) = X̂(z, t) òà Ŷz(t) = Y (z, t), ïðåäñòàâ-
ëÿþòü åëåìåíòè

[X̂z] = (1, 0), [Ŷz] = (0, 1) ∈ Z2 ≡ π1(T 2/Glocv , z).
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Ðîçøèðèìî X̂ òà Ŷ äî âiäîáðàæåíü

X,Y : T 2/Glocv × R→ T 2/Glocv

çà ôîðìóëàìè:

X(x, t) = X̂(x, t mod 1), Y (x, t) = Ŷ (x, t mod 1).

Íåõàé L,M : T 2 × R→ T 2 � ¹äèíi ïiäíÿòòÿ âiäïîâiäíî X òà
Y âiäíîñíî q òàêi, ùî L òà M êîìóòóþòü i L0 = M0 = idT 2 .
Òîáòî

Xt ◦ q = q ◦ Lt, Yt ◦ q = q ◦Mt.

Íåõàé s : Glocv = Zn × Zmn → S′(f)�ïåðåðiç r ◦ ρ, äèâ. (3.6).
Òîäi Lt ◦Mt′ = Mt′ ◦ Lt äëÿ âñiõ t, t′ ∈ R i

Lk = s(k mod n, 0), Mk = s(0, k mod mn),

äëÿ âñiõ k ∈ Z. Çîêðåìà,

Lkn = Mkmn = idT 2 , k ∈ Z,

à ïåòëi

Lz : [0, n]→ T 2, Mz : [0,mn]→ T 2

ïðåäñòàâëÿþòü åëåìåíòè

[Lz] = (1, 0), [Mz] = (0, 1) ∈ Z2 ≡ π1(T 2, y).

Ç òîãî, ùî Glocv äi¹ âiëüíî íà T 2 âèïëèâà¹, ùî êîìïîíåíòè

çâ'ÿçíîñòi T 2 \N ìîæíà çàíóìåðóâàòè òðüîìà iíäåêñàìè Dijk

òàêèìè, ùî i = 1, . . . r, j = 0, . . . , n − 1, k = 0, . . . , nm − 1.
Ïðè÷îìó, ÿêùî γ = (a, b) ∈ Zn × Zm = Glocv , òî

γ(Dijk) = Di j+a k+b,

äå äðóãèé iíäåêñ áåðåòüñÿ modn, à òðåòié �modnm.
Ïîêëàäåìî Sijk = π0S

′(f |Dijk
, ∂Dijk) i

S =

r∏
i=1

n−1∏
j=0

nm−1∏
k=0

Sijk.
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Âèçíà÷èìî ãîìîìîðôiçì

τ : S→ Map(Glocv ,

r∏
i=1

Si00)

çà òàêîþ ôîðìóëîþ: ÿêùî α = (hijk) ∈ S, òî

τ(α) : Zn × Zmn →
r∏
i=1

Si00

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

τ(α)(a, b) =
(
M−1
k ◦ L

−1
j ◦ hijk ◦ Lj ◦Mk, i = 1, . . . , r

)
, (4.7)

äëÿ (a, b) ∈ Zn × Zmn ≡ Glocv . Ëåãêî áà÷èòè, ùî τ ¹ içîìîðôi-
çìîì.

Êðîê 2. Åïiìîðôiçì ψ : π1(Did(T 2), S′(f))→ π1T
2/Glocv . Íå-

õàé

h : I → Did(T 2)

�ïåòëÿ â Did(T 2) òàêà, ùî h(0) = h(1) = idT 2 , òîáòî h ¹ içî-
òîïi¹þ h : T 2 × I → T 2 òîðà T 2. Íåõàé x ∈ T 2 � òî÷êà. Òîäi
hx : {x} × I → T 2 �ïåòëÿ â T 2 ç ïî÷àòêîì â x. Âèçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ ` : π1Did(T 2)→ π1T

2 çà ôîðìóëîþ:

`([h]) = [hx] ∈ π1T
2.

Âiäîìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ` ¹ içîìîðôiçìîì, äèâ. [14�16].

Ëåìà 4.1. Iñíó¹ åïiìîðôiçì ψ : π1(Did(T 2), S′(f))→ π1T
2/Glocv

òàêèé, ùî íàñòóïíà äiàãðàìà ¹ êîìóòàòèâíîþ

1 // π1Did(T 2) //

` ∼=
��

π1(Did(T 2), S′(f)) //

ψ
��

π0S
′(f) //

ρ̂0
��

1

1 // π1T
2 q

// π1T
2/Glocv // Glocv // 1

(4.8)
à ¨¨ ðÿäêè�òî÷íèìè.
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Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó âåðøèíó z ∈ V i âèçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ:

ψ0 : Did(T 2)→ T 2/Glocv , ψ0(h) = q(h(z)),

äëÿ h ∈ Did(T 2), äå q : T 2 → T 2/Glocv �íàêðèâàþ÷å âiäîáðàæå-
ííÿ iíäóêîâàíå âiëüíîþ äi¹þ Glocv íà T 2. Î÷åâèäíî, ùî ψ0 ¹ íå-
ïåðåðâíèì. Îñêiëüêè Glocv -äiÿ òà S′(f)-äiÿ çáiãàþòüñÿ íà âåðøè-
íàõ V , òî ψ0(h) íàëåæèòü äî Glocv -îðáiòè òî÷êè z äëÿ h ∈ S′(f).
Òîäi âiäîáðàæåííÿ ψ0 iíäóêó¹ âiäîáðàæåííÿ òðiéîê

ψ0 : (Did(T 2), S′(f), id)→ (T 2/Glocv , z′, z′), ψ(ĥ) = q(ĥ(z)).

Çîêðåìà, ψ0 iíäóêó¹ ãîìîìîðôiçì

ψ : π1(Did(T 2), S′(f), id)→ π1(T 2/Glocv , z′, z′).

Îñêiëüêè ðÿäêè äiàãðàìè (4.8) ¹ òî÷íèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè, âiä-
îáðàæåííÿ ` ¹ içîìîðôiçìîì, âiäîáðàæåííÿ ρ̂0 ¹ åïiìîðôiçìîì,
òî, íà ïiäñòàâi 5-ëåìè, âiäîáðàæåííÿ ψ� åïiìîðôiçì. �

Êðîê 3. ßäðî ψ. Íåõàé f(V ) = c, ε > 0 i N � çâ'ÿçíà êîìïî-
íåíòà f−1([c− ε, c+ ε]), ÿêà ìiñòèòü V . Íàçâåìî N � f -ðåãóëÿð-
íèì îêîëîì V . Íàãàäà¹ìî, ùî

S′(f,N) := {h ∈ S′(f) | h = idN}.

Íàñòóïíà ëåìà îïèñó¹ ÿäðî âiäîáðàæåííÿ ψ.

Ëåìà 4.2. Iñíóþòü içîìîðôiçìè ìiæ òàêèìè ï'ÿòüìà ãðó-
ïàìè:

kerψ
ζ−−→ ker ρ̂0

ι←−− π0S
′(f,N)

σ−−→ S
τ−−→ Map(Glocv ,

r∏
i=1

Si00).
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Äîâåäåííÿ. 1) Ïîáóäó¹ìî içîìîðôiçì ζ : kerψ → ker ρ̂0. Ðîç-
ãëÿíåìî äiàãðàìó, ó ÿêî¨ ðÿäêè i ñòîâï÷èêè ¹ òî÷íèìè:

1

��

1

��

π1Did(T 2)
`
∼=

//

��

π1T
2

��

1 // kerψ //

ζ ∼=
��

π1(Did(T 2), S′(f))
ψ
//

∂◦λ−1
1

��

π1T
2/Glocv //

��

1

1 // ker ρ̂0
// π0S

′(f)
ρ̂0

//

��

Glocv

��

// 1

1 1
(4.9)

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ `� içîìîðôiçì, òî, íà ïiäñòàâi 3 × 3-
ëåìè, [17, Chapter II, Lemma 5.1], ãîìîìîðôiçì ζ = ∂ ◦λ−1

1 |kerψ

¹ içîìîðôiçìîì.
2) Âiäìiòèìî, ùî ìà¹ ìiñöå içîìîðôiçì

σ : S′(f,N) ∼=
∏
i,j,k

S′(f |Dijk
, ∂Dijk), σ(h) = (h|Dijk

)i,j,k,

ÿêèé iíäóêó¹ içîìîðôiçì

σ : π0S
′(f,N) ∼=

r∏
i=1

n−1∏
j=0

nm−1∏
k=0

Sijk = S.

3) Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî âêëàäåííÿ ι : S′(f,N) → ker(r ◦ ρ) ¹
ãîìîòîïi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ. Òîäi âîíî iíäóêóâàòèìå içîìîð-
ôiçì

ι : π0S
′(f,N)→ π0 ker(r ◦ ρ) = ker ρ̂0.

Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ içîòîïiÿ H : ker r ◦ ρ× I → ker(r ◦ ρ) òàêà,
ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
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(i) H0 = id,
(ii) Ht(S

′(f,N)) ⊂ S′(f,N) äëÿ âñiõ t ∈ I,
(iii) H1(ker(r ◦ ρ)) ⊂ S′(f,N).

Íåõàé F � ãàìiëüòîíîâå âåêòîðíå ïîëå ôóíêöi¨ f ∈ F(T 2),
F : T 2×R→ T 2 �ïîòiê ïîëÿ F , i N , N ′ � f -ðåãóëÿðíi îêîëè V
òàêi, ùî N ⊂ IntN ′. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ γ : T 2 → R âèçíà÷èìî
âiäîáðàæåííÿ Fγ : T 2 → T 2 çà òàêîþ ôîðìóëþþ:

Fγ(x) = F(x, γ(x)).

Ç [2, Claim 1], âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî h ∈ ker(r ◦ ρ) iñíó¹
¹äèíà ãëàäêà ôóíêöiÿ βh ∈ C∞(N ′,R) òàêà, ùî h = Fβh íà N ′,
òîáòî

h(x) = F(x, βh(x)), x ∈ N ′,

ïðè÷îìó âiäîáðàæåííÿ

ŝ : ker(r ◦ ρ)→ C∞(N ′,R), ŝ(h) = βh.

¹ íåïåðåðâíèì âiäíîñíî âiäïîâiäíèõ C∞-òîïîëîãié. Áiëüø òîãî,
ÿêùî h�íåðóõîìèé íà N , òî βh = 0 íà N .
Ïðîäîâæèìî ôóíêöiþ βh äî ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ αh ∈ C∞(T 2,R)

òàêî¨, ùî αh|N = βh i αh = 0 íà T 2\N ′ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé
ε : T 2 → [0, 1]� ãëàäêà ôóíêöiÿ íà T 2 òàêà, ùî

(1) ε ¹ ïîñòiéíîþ íà îðáiòàõ F;
(2) ε = 1 íà N ;
(3) ε = 0 íà T 2 \N ′.

Ïîêëàäåìî: αh = εβh íà N ′ i αh = 0 íà T 2 \ N ′. Î÷åâèäíî,
ùî òîäi âiäïîâiäíiñòü h 7→ αh ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì
α : ker(r ◦ ρ) → C∞(T 2,R). Áiëüø òîãî, ç óìîâè (1) íà ε âè-
ïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Ftαh

: T 2 → T 2, âèçíà÷åíå çà ôîð-
ìóëîþ Ftαh

(x) = F(x, tαh), ¹ äèôåîìîðôiçìîì äëÿ âñiõ t ∈ I,
äèâ. [1, Claim 4.14.1]. À ç óìîâ (2) òà (3) ñëiäó¹, ùî

F(x, αh(x)) =

{
h(x), x ∈ N,
x, x ∈ T 2 \N ′.
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Âèçíà÷èìî içîòîïiþ H : ker(r ◦ρ)× I → ker(r ◦ρ) çà ôîðìóëîþ:

H(h, t) = h ◦ F−1
tαh

i ïîêàæåìî, ùî H çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (i)-(iii).
(i) H0(h) = h ◦ F−1

0 = h, òîáòî H0 = id(ker(r ◦ ρ)).
(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî h ∈ S′(f,N). Òîäi βh = tαh = 0 íà N , à

îòæå Ftαh
|N = idN äëÿ âñiõ t ∈ I. Çîêðåìà,

Ht(h)|N = h|N = idN .

(iii) H1(h)|N = h ◦ F−1
αh
|N = h ◦ h−1|N = idN .

Ëåìó 4.2 äîâåäåíî. �

Êðîê 4. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

ξ : Map(Glocv ,
r∏
i=1

Si00) o π1(T 2/Glocv )→ π1

(
Did(T 2), S′(f), idT 2

)
.

çà òàêîþ ôîðìóëîþ. Íåõàé α : Zn×Zmn ≡ Glocv −→
∏r
i=1 Si00 �

äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òðiéêè (i, j, k) âèáåðåìî
hijk ∈ S′(f |Di00 , ∂Di00) òàêèé, ùîá

α(i, j) =
(
[h1jk], [h2jk], . . . , [hrjk]

)
i íåõàé htijk : Di00 → Di00, t ∈ [0, 1], � äîâiëüíà içîòîïiÿ ìiæ

h0
ijk = idDi00 òà h

1
ijk = hijk. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ

h : (I, 0, 1)→
(
Did(T 2), S′(f), idT 2

)
çà ôîðìóëîþ:

h(t)(x) =

{
Mk+at ◦ Lj+bt ◦ htijk ◦ L

−1
j ◦M

−1
k (x), x ∈ Dijk,

MatLbt(x), x ∈ N.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî h âèçíà÷åíî êîðåêòíî. Ïîêëàäåìî

ξ(α, (a, b)) = [h] ∈ π1

(
Did(T 2), S′(f), idT 2

)
.

Òàêîæ íå âàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ξ ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Áiëüø òî-
ãî, ç ëåìè 4.2 òà ôîðìóëè (4.7) äëÿ τ âèïëèâà¹, ùî íàñòóïíà
äiàãðàìà ¹ êîìóòàòèâíîþ:
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1

��

1

��

Map(Glocv ,
r∏
i=1

Si00)

��

∼=

(τ◦σ◦ι−1◦ζ)−1

// kerψ

��

Map(Glocv ,
r∏
i=1

Si00) o π1(T 2/Glocv )

pr

��

ξ
// π1(Did(T 2), S′(f))

ψ

��

π1(T 2/Glocv )

��

π1(T 2/Glocv )

��

1 1

Òîìó çà 5-ëåìîþ ξ ¹ içîìîðôiçìîì. Òåîðåìó 2.5 äîâåäåíî.

Àâòîð ùèðî âäÿ÷íèé Ñ. I. Ìàêñèìåíêó çà óâàãó òà îáãîâî-
ðåííÿ ñêëàäíèõ ïèòàíü, ùî âèíèêàëè ïiä ÷àñ ðîáîòè.
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