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îäíîðîäíûõ âíóòðåííèõ
ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé

We study classes of topological conjugacy of quadratic homogeneous poly-
nomial maps of a plane which are internal maps. Partial results are
achieved, but this problem needs futher research.

Äîñëiäæóþòüñÿ êëàñè òîïîëîãi÷íî¨ ñïðÿæåíîñòi îäíîðiäíèõ êâàäðàòè-
÷íèõ âiäîáðàæåíü ïëîùèíè, ÿêi ¹ âíóòðiøíiìè âiäîáðàæåííÿìè.

1. Ââåäåíèå

Îòîáðàæåíèÿ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå òîïîëîãè-
÷åñêè êëàññèôèöèðóþòñÿ êàê êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè, òî åñòü çàìåíû êîîðäèíàò ãîìåîìîðôèçìàìè â îáðà-
çå è ïðîîáðàçå. Â ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèå îòîáðàæàåò ïðî-
ñòðàíñòâî â ñåáÿ, ñóùåñòâóþò è äðóãèå, áîëåå äåòàëüíûå ñïî-
ñîáû êëàññèôèêàöèè, äîïîëíèòåëüíî ïîäðàçäåëÿþùèå êëàññû
òîïîëîãè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Ýòî êëàññèôèêàöèÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ëåâîãî èëè ïðàâîãî äåéñòâèÿ ãîìåîìîðôèçìîì è êëàñ-
ñèôèêàöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè (òî
åñòü îïèñàíèå ñâîéñòâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ñîïðÿæåí-
íîñòè ãîìåîìîðôèçìîì1).

1Ãîìåîìîðôèçìû f, g : X → X òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, åñëè ñóùåñòâó-
åò ãîìåîìîðôèçì h : X → X òàêîé, ÷òî f ◦ h = h ◦ g. Ïîäðîáíåå ñì. [1].
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Äëÿ êëàññèôèêàöèè ñ òî÷íîñòüþ äî òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-
æåííîñòè ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàç-
ëè÷íûì êëàññàì îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé� ãîìåîìîðôèçìîâ
è äèôôåîìîðôèçìîâ. Â òî æå âðåìÿ íåîáðàòèìûå ýíäîìîð-
ôèçìû, ïî ñðàâíåíèþ ñ îáðàòèìûìè, ñðàâíèòåëüíî íå èçó÷å-
íû. Ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ îäíîé êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé ÿâëÿþòñÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îäíèì èç ñàìûõ èçó÷åííûõ
êëàññîâ íåîáðàòèìûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé. Îäíàêî è äëÿ
íèõ êëàññèôèêàöèÿ äàæå ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ âòîðîãî ïîðÿä-
êà z2 + c ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé (ñì. [2]).
Îòîáðàæåíèÿ, îòëè÷íûå îò ãîëîìîðôíûõ è íåêîòîðûõ äðó-

ãèõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ íåîáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé, òàêèõ,
êàê îäíîìåðíûå îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé “terra incognita” äëÿ çàäà÷ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññè-
ôèêàöèè.
Â ðàáîòàõ [3,4] áûë ââåäåí ðÿä íîâûõ èíâàðèàíòîâ òîïîëîãè-

÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè âíóòðåííèõ (ò.å. îòêðûòûõ äèñêðåòíûõ)
îòîáðàæåíèé, â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü
äèíàìè÷åñêèå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ãîìåîìîðôèçìîâ.
Èñïîëüçóÿ ýòè èíâàðèàíòû, â [5] äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà âíóò-

ðåííèõ îòîáðàæåíèé, âêëþ÷àþùèõ îòîáðàæåíèÿ, ó êîòîðûõ
êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè
ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ, áûëè
èçó÷åíû íåêîòîðûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû ñîïðÿæåííî-
ñòè, îïèñàíû èõ ñâîéñòâà è äàí êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñî-
ïðÿæåííîñòè.
Êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, ïîëó÷åííûé â [5],

ïðèìåíÿåòñÿ â äàííîé ðàáîòå äëÿ èçó÷åíèÿ ãðàíèö êëàññîâ òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè êâàäðàòè÷íûõ îäíîðîäíûõ âíóò-
ðåííèõ ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé ïëîñêîñòè.
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2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Âíóòðåííèì îòîáðàæåíèåì áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûé
îòêðûòûé (îáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò) êîíå÷-
íîêðàòíûé (ó êàæäîé òî÷êè ÷èñëî ïðîîáðàçîâ êîíå÷íî) ýïè-
ìîðôèçì. Ïîäðîáíåå î âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèÿõ ñì. [6].
Îòîáðàæåíèå f : Rn → Rn íàçîâåì îäíîðîäíûì ïîðÿäêà k,

åñëè ∀t ≥ 0 ∀x ∈ Rn f(tkx) = tkf(x).

Ïóñòü Ĉ�äâóìåðíàÿ ñôåðà, ÿâëÿþùàÿñÿ çàìûêàíèåì äâó-
ìåðíîãî öèëèíäðà R2 \ {0} òî÷êàìè 0 è ∞, è f : Ĉ → Ĉ� åãî
âíóòðåííåå è îäíîðîäíîå ïîðÿäêà k > 1 íåîáðàòèìîå îòîáðàæå-
íèå, íå èìåþùåå â öèëèíäðå R2 \ {0} îñîáûõ òî÷åê, ñ òî÷êàìè
âåòâëåíèÿ 0 è ∞.
Çàìåòèì, ÷òî íå âñÿêîå îäíîðîäíîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííèì. Íàïðèìåð, îäíîðîäíîå ïîðÿäêà 2 îòîáðàæåíèå
(x, y) 7→ (x2, y2) ñêëàäûâàåò áëèí÷èêîì îêðåñòíîñòü òî÷êè 0
è âíóòðåííèì íå ÿâëÿåòñÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç O+

f (x) ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ

òî÷êè x, òî åñòü ìíîæåñòâî {fn(x)| n ≥ 0}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
O−f (x) îòðèöàòåëüíóþ ïîëóòðàåêòîðèþ òî÷êè x, òî åñòü ìíî-

æåñòâî {fn(x)| n < 0}. Øèðîêîé òðàåêòîðèåé Of (x) òî÷êè x

íàçîâåì ìíîæåñòâî ∪y∈O+
f (x)O

−
f (y).

Â îòëè÷èå îò ãîìåîìîðôèçìîâ, äëÿ êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ òî÷-
êè â òî÷íîñòè ñîñòîèò èç åå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé
ïîëóòðàåêòîðèé, ó âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé øèðîêàÿ òðàåêòî-
ðèÿ òî÷êè èìååò è äðóãèå òî÷êè. Ââåäåì åùå îäíî åñòåñòâåí-
íîå ïîäìíîæåñòâî øèðîêîé òðàåêòîðèè òî÷êè, êîòîðîå íèãäå
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ åå ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóòðà-
åêòîðèÿìè, êðîìå êàê â ñàìîé òî÷êå.
Íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì òðàåêòîðèè òî÷êè x íàçîâåì ìíîæå-

ñòâî {f−n (fn(x)) | n ≥ 0}, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü O⊥f (x).
Êàê ëåãêî âèäåòü èç îïðåäåëåíèÿ, åñëè ñðåäè îáðàçîâ x íåò

ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè, à f èìååò â òî÷êàõ îðáèòû áîëüøå îäíî-
ãî ïðîîáðàçà, òî øèðîêàÿ òðàåêòîðèÿ òî÷êè x ðàñïàäàåòñÿ íà
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áåñêîíå÷íîå ÷èñëî íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé, ïðè÷åì êàæäîå íåé-
òðàëüíîå ñå÷åíèå ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé òî÷-
êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U , ÷òî äëÿ âñåõ
m ∈ Z âûïîëíåíî óñëîâèå fm(U) ∩ U = ∅.

Îáùèå îïðåäåëåíèÿ ñóïåðáëóæäàþùèõ è ðàâíîìåðíî ñóïåð-
áëóæäàþùèõ äàíû â [4]. Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ äàäèì çäåñü
óïðîùåííîå îïðåäåëåíèå, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî â ïîñòðî-
åííûõ ïðèìåðàõ áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äâóñâÿçíî è ãîìåî-
ìîðôíî öèëèíäðó, à ñóæåíèå ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé
íà ýòîò öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî áëóæ-

äàþùåé òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå ñâÿçíàÿ îêðåñò-
íîñòü U , ÷òî ∀n ≥ 0 îòêðûòîå ìíîæåñòâî f−n(fn(U)) ðàñ-
ïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè òàêèå, ÷òî ñóæåíèå f íà
êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è
êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíó
òî÷êó èç ìíîæåñòâà {f−n (fn(x))}.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ñóïåðáëóæäàþùåé

òî÷êîé f , åñëè îíà áëóæäàþùàÿ è íåéòðàëüíî áëóæäàþùàÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ (íå ÿâëÿþ-
ùèõñÿ áëóæäàþùèìè) òî÷åê. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω⊥ ìíîæåñòâî
íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèõ (íå ÿâëÿþùèõñÿ íåéòðàëüíî áëóæ-
äàþùèìè) òî÷åê. Çàìåòèì, ÷òî ýòî çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Áëóæäàþùàÿ òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðåãó-
ëÿðíîé, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ-îêðåñòíîñòü
δ(x) òî÷êè x, è N > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ Z òàêîãî,
÷òî |k| > N âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: fk(δ(x)) ⊂ ε(Ω), ãäå ε(Ω)�
ε-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà Ω.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îòêðûòî.
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3. Êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè
äâóìåðíûõ îäíîðîäíûõ âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé

Íàïîìíèì, ÷òî f : Ĉ→ Ĉ� âíóòðåííåå è îäíîðîäíîå ïîðÿä-
êà k > 1 íåîáðàòèìîå (ñòåïåíè >1) îòîáðàæåíèå, íå èìåþùåå
â öèëèíäðå R2 \ {0} îñîáûõ òî÷åê, ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ 0 è ∞.
Â ðàáîòå [5] ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýòèõ îòîáðàæå-

íèé:

(1) ∀x ∈ R2 \ {0}, ∀t > 0, íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ O⊥(x) è
O⊥(tx) ïîäîáíû ñ öåíòðîì ïîäîáèÿ â 0.

(2) Ó îòîáðàæåíèÿ f òî÷êè 0 è ∞ îáëàäàþò îòêðûòûìè
áàññåéíàìè ïðèòÿæåíèÿ.

(3) Íà êàæäîì ëó÷å, èñõîäÿùåì èç öåíòðà êîîðäèíàò, ëå-
æèò ðîâíî îäíà òî÷êà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ áàññåéíàì
ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê 0 è ∞.

(4) Ìíîæåñòâî òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ áàññåéíàì ïðèòÿ-
æåíèÿ òî÷åê 0 è ∞, îáðàçóåò ãîìåîìîðôíóþ îêðóæíî-
ñòè íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíóþ (òî åñòü ñîäåðæàùóþ ñ
êàæäîé ñâîåé òî÷êîé åå íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå) æîðäàíî-
âó êðèâóþ, ðàçäåëÿþùóþ áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê
0 è ∞.

Âîçüìåì íåêîòîðûé ëó÷, âûõîäÿùèé èç öåíòðà êîîðäèíàò.
Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîãî ëó÷à è γ1 ÷åðåç p1. Òîãäà
òî÷êè ëó÷à ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê pt = tp1, t > 0. Èñïîëü-
çóÿ t êàê êîýôôèöèåíò ïîäîáèÿ, ïîñòðîèì íàáîð êðèâûõ γt,
t > 0, ÿâëÿþùèõñÿ ãîìîòåòèÿìè êðèâîé γ1 îòíîñèòåëüíî íà÷à-
ëà êîîðäèíàò. Ïî ïîñòðîåíèþ, ýòî íåêîòîðîå ñëîåíèå öèëèíäðà
R2 \ {0}, ïðè÷åì ýòî ñëîåíèå íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sφ ãîìåîìîðôíîå îêðóæíîñòè ìíîæåñòâî

ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå ðàññòîÿíèå ìåæäó
äâóìÿ ëó÷àìè ðàâíî ìèíèìóìó óãëîâ ìåæäó íèìè. Òîãäà f
èíäóöèðóåò íà Sφ íåîáðàòèìîå âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå fφ áåç
îñîáûõ òî÷åê, òî åñòü íàêðûòèå.
Â [4] ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò íàêðûòèé îêðóæíî-

ñòè îïèñàí â òåðìèíàõ íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, è
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â ýòèõ òåðìèíàõ äàí êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè
íàêðûòèé îêðóæíîñòè îäíîé è òîé æå ñòåïåíè.

Òåîðåìà 3.1 (Êðèòåðèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, [4]).
Ïóñòü f è g� âíóòðåííèå è îäíîðîäíûå ïîðÿäêà k > 1 íåîáðà-
òèìûå îòîáðàæåíèÿ, íå èìåþùèå â öèëèíäðå R2 \ {0} îñîáûõ
òî÷åê, ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ 0 è ∞, è fφ, gφ : Sφ → Sφ�èí-
äóöèðîâàííûå èìè âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà Sφ.
f è g òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû ⇐⇒ fφ è gφ òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåíû.

4. Êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè

Â ðàáîòå [5] îäíîðîäíûå îòîáðàæåíèÿ áûëè êëàññèôèöèðî-
âàíû â òåðìèíàõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ èíäóöèðîâàííîãî
îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâå ëó÷åé. Ýòîò ïîäõîä ðàáîòàåò, åñ-
ëè èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ñðàâíèâàåìûõ îòîáðàæåíèé óæå
èçâåñòíû.
Îäíàêî òàêîé âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíûõ îòîáðà-

æåíèé, êàê îäíîðîäíûå ïîëèíîìèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ, çàäà-
þòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñâîèõ êîîðäèíàòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ
ôóíêöèé. Â òàêîì ñëó÷àå èõ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà èíäó-
öèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ íà ìíîæåñòâå ëó÷åé çàðàíåå íå èç-
âåñòíû. Ïîýòîìó äëÿ îäíîðîäíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæå-
íèé âîçíèêàåò çàäà÷à âû÷èñëèòü ïî êîýôôèöèåíòàì èõ êîîð-
äèíàòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé èõ òîïîëîãè÷åñêèå èíâà-
ðèàíòû, ÷òîáû ê íèì ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [5].
Îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ïîñòàíîâêè, çàäà÷è òà-

êîãî âèäà âåñüìà ñëîæíû â ðåàëèçàöèè. Çäåñü óìåñòíî âñïîì-
íèòü è îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé ïðÿìîé
x2 + c, äëÿ èçó÷åíèÿ êîòîðîãî ïîíàäîáèëîñü ðàçâèòèå ìåòîäîâ
ýðãîäè÷åñêîé äèíàìèêè. Ñ èõ ïîìîùüþ óäàëîñü óñòàíîâèòü,
÷òî íà èíòåðâàëå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà c, ïîðîæäàþùèõ õàîòè-
÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà-Ñèíàÿ
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îòîáðàæåíèé ðàçëè÷íà, à çíà÷èò, îòîáðàæåíèÿ ïîïàðíî òîïî-
ëîãè÷åñêè íå ñîïðÿæåíû.
Áîëåå îáùåå êîìïëåêñíîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z2 + c, ïîðîæäàåò çíàìå-
íèòîå ìíîæåñòâî Ìàëüäåáðîòà, èçó÷åíèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåíî
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, à ìíîãèå âîïðîñû î åãî ñòðîåíèè íå
ðåøåíû äî ñèõ ïîð.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü çàäà÷à ñðîäíè óïîìÿíóòûì âûøå çà-

äà÷àì òåì, ÷òî, êàê è îíè, îíà íå ðåøàåòñÿ �â ëîá�. Èíäóöè-
ðîâàííîå îòîáðàæåíèå íà ìíîæåñòâå ëó÷åé ìîæíî ÿâíî âû÷èñ-
ëèòü. Îäíàêî äàëåå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [5] ñëåäóåò, ÷òî òîïî-
ëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû èíäóöèðîâàíííîãî îòîáðàæåíèÿ îïðå-
äåëÿþòñÿ íàëè÷èåì è âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì åãî ïåðèîäè÷å-
ñêèõ èíòåðâàëîâ. ×òîáû îïðåäåëèòü ðàñïîëîæåíèå ïåðèîäè÷å-
ñêèõ èíòåðâàëîâ, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå òî÷-
êè îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî, âûäåëèòü ñðåäè
íèõ íåîòòàëêèâàþùèå òðàåêòîðèè, îïðåäåëèòü, âõîäÿò ëè òà-
êèå òðàåêòîðèè â ãðàíèöó ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåðâàëîâ, è îïðå-
äåëèòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåðâàëîâ.
Â ðàáîòå [4] âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ÷èñëî ïåðèîäè-

÷åñêèõ èíòåðâàëîâ òàêîãî îòîáðàæåíèÿ êîíå÷íî. Îäíàêî àïðè-
îðè ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü êàê óãîäíî áîëüøèì, â ÷àñòíîñòè,
ïðåâîñõîäèòü âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïî-
ýòîìó îïèñàòü òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðèàíòû îäíîðîäíûõ ïîëè-
íîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ åãî êî-
îðäèíàòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé� êðàéíå íå ïðîñòàÿ çà-
äà÷à äàæå äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé.
Òåì íå ìåíåå, íåêîòîðûå ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷èòü

ìîæíî, ÷åì ìû è çàéìåìñÿ äàëåå. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîäâèæå-
íèÿ â áóäóùåì ìîæíî áóäåò ïðîâåñòè ìàñøòàáíûå êîìïüþòåð-
íûå ýêñïåðèìåíòû, â îñíîâå êîòîðûõ áóäóò ïîëó÷åííûå çäåñü
÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû.

4.1. Îäíîðîäíûå êâàäðàòè÷íûå âíóòðåííèå îòîáðàæå-
íèÿ. Êàæäîå îäíîðîäíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå èìååò
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âèä:

f : (x, y) 7→ (a20x
2 + a11xy + a02y

2,

b20x
2 + b11xy + b02y

2).

Ó íåãî èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ îñîáàÿ òî÷êà (0, 0).
Ìàòðèöà ßêîáè f ïðèíèìàåò âèä(

2a20x+ a11y a11x+ 2a02y
2b20x+ b11y b11x+ 2b02y

)
,

à åå äåòåðìèíàíò ðàâåí

(2a20x+ a11y)(b11x+ 2b02y)− (2b20x+ b11y)(a11x+ 2a02y) =

= 2(a20b11−a11b20)x2+4(a20b02−a02b20)xy+2(a11b02−a02b11)y2.

×òîáû îäíîðîäíîå êâàäðàòè÷íîå îòîáðàæåíèå áûëî âíóò-
ðåííèì, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îñîáàÿ òî÷êà áûëà èçîëèðîâàííîé,
òî åñòü, ÷òîáû âûðîæäåííàÿ êðèâàÿ II ïîðÿäêà

(a20b11−a11b20)x2+2(a20b02−a02b20)xy+(a11b02−a02b11)y2 = 0

âûðîæäàëàñü â òî÷êó (ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé âûðîæäåííûé ýë-
ëèïñ â êëàññèôèêàöèè êðèâûõ II ïîðÿäêà). Äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî I2 > 0
äëÿ âòîðîãî èíâàðèàíòà êðèâûõ II ïîðÿäêà. Â íàøèõ îáîçíà-
÷åíèÿõ

I2 = (a20b11−a11b20)(a11b02−a02b11)− (a20b02−a02b20)2 > 0.

Â òàêîì âèäå îäíîðîäíûå êâàäðàòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ öè-
ëèíäðà ÿâëÿþòñÿ øåñòèïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì îòîáðà-
æåíèé. Äëÿ çàäà÷è òîïîëîãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà
òàêîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ èçáûòî÷íî. Çàìåíàìè êîîðäèíàò
âûäåëèì èç ýòîãî ñåìåéñòâà áîëåå ïðîñòîå äëÿ èçó÷åíèÿ ïîä-
ñåìåéñòâî, ñîäåðæàùåå ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ òîïîëîãè-
÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè èñõîäíîãî ñåìåéñòâà.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îäíîðîäíûå êâàäðàòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ

ñ íåïîäâèæíîé îñîáîé òî÷êîé â (0, 0) îáëàäàþò èíâàðèàíòíûì
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ñëîåíèåì íà êîîðäèíàòíûå êðèâûå φ = const â ïîëÿðíûõ êî-
îðäèíàòàõ � èñõîäÿùèå èç òî÷êè O ëó÷è. Òàêæå, îòîáðàæåíèå
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî öåíòðà êîîðäèíàò.
Íà îêðóæíîñòè � ïðîñòðàíñòâå èñõîäÿùèõ èç òî÷êè O ëó-

÷åé � íàøå îäíîðîäíîå êâàäðàòè÷íîå âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå
èíäóöèðóåò äâóëèñòíîå íàêðûòèå. Òàêîå îòîáðàæåíèå âñåãäà
èìååò êàê ìèíèìóì îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó (ëåììà 7.5 â [4]),
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò èíâàðèàíòíûé ëó÷. Ïîâîðîòîì ñèñòåìû
êîîðäèíàò ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ýòîò èíâàðèàíòíûé ëó÷ ïå-
ðåøåë â ïîëîæèòåëüíûé ëó÷ êîîðäèíàòíîé îñè OX. Ïðè ýòîì
b20 áóäåò ðàâíî 0, îäíîðîäíîå êâàäðàòè÷íîå âíóòðåííåå îòîá-
ðàæåíèå ïðèíèìàåò âèä

f : (x, y) 7−→
(
a20x

2 + a11xy + a02y
2, b11xy + b02y

2
)
,

à óñëîâèå äëÿ I2 ïðèíèìàåò âèä

I2 = a20b11(a11b02 − a02b11)− a2
20b

2
02 > 0.

Îãðàíè÷åíèå f íà ïîëîæèòåëüíûé ëó÷ êîîðäèíàòíîé îñè OX
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì a20x

2. Ïîñêîëüêó ýòîò ëó÷ èíâàðèàí-
òåí, òî a20 > 0 è a20x

2 � ãîìåîìîðôèçì ñ ïðèòÿãèâàþùèìè
òî÷êàìè 0 è ∞ è íåïîäâèæíîé îòòàëêèâàþùåé òî÷êîé 1

a20
. Òî-

ãäà ëèíåéíîé çàìåíîé êîîðäèíàò x′ = x√
a20

ìîæíî äîáèòüñÿ,

÷òî a20 = 1, íà ëó÷å êîîðäèíàòíîé îñè OX (1, 0) ÿâëÿåòñÿ îò-
òàëêèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé, è îäíîðîäíîå êâàäðàòè÷-
íîå âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå ïðèíèìàåò âèä

f : (x, y) 7−→
(
x2 + a11xy + a02y

2, b11xy + b02y
2
)

ñ óñëîâèåì I2 = b11(a11b02 − a02b11)− b202 > 0.
Ðàññìîòðèì íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè (1, 0).

Âû÷èñëèì åå íåéòðàëüíûå èòåðàöèè1. ∆⊥1 ((1, 0)) = {(−1, 0)}.
Ñîñ÷èòàåì ∆⊥2 ((1, 0)). Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîîáðàç òî÷êè
(−1, 0):

1∆⊥n (x) = f−n ◦ fn(x) \ f−(n−1) ◦ fn−1(x), ñì. òæ. îïðåäåëåíèå 3.7 â [4].
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x2 + a11xy + a02y
2 = −1

b11xy + b02y
2 = 0

Åñëè b02 = 0, òî x = 0 è y2 = 1
−a02 .

Åñëè b02 6= 0, òî y = − b11
b02
x è

x2 =
b202

b11(a11b02 − a02b11)− b202

=
b202

I2
> 0.

Â ïåðâîì ñëó÷àå (b02 = 0) èç óñëîâèÿ I2 > 0 ïîëó÷èì, ÷òî
a02 < 0. Òîãäà ëèíåéíîé çàìåíîé y′ =

√
−a02y îòîáðàæåíèå â

íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

f : (x, y) 7→ (x2 + a11xy − y2, b11xy) (4.1)

ñ óñëîâèåì I2 = b211 > 0, èëè, ýêâèâàëåíòíî, b11 6= 0.
Ïðè ýòîì â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ∆⊥1 ((0, 1)) = {(−1, 0)},

∆⊥2 ((0, 1)) = {(0,−1), (0, 1)}.
Âî âòîðîì ñëó÷àå (b02 6= 0) ìû èìååì

∆⊥2 ((0, 1)) =


√b202

I2
,−b11

b02

√
b202

I2

 ,

−
√
b202

I2
,
b11

b02

√
b202

I2

 .

Âîçüìåì ëèíåéíóþ çàìåíó êîîðäèíàò, êîòîðàÿ îñü OX îñòàâ-
ëÿåò íåèçìåííîé, à ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè O = (0, 0) è(

+

√
b202
I2
,− b11

b02

√
b202
I2

)
ïåðåâîäèò â îñü OY òàê, ÷òî îáðàçîì òî÷-

êè

(√
b202
I2
,− b11

b02

√
b202
I2

)
ñòàíåò òî÷êà (0, 1).

Ñ ïîìîùüþ òàêîé çàìåíû âî âòîðîì ñëó÷àå (b02 6= 0) âíóò-
ðåííåå îòîáðàæåíèå â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òàêæå ïðèâî-
äèòñÿ ê âèäó (4.1).

Ñëåäñòâèå 4.2. Îäíîðîäíûå âíóòðåííèå êâàäðàòè÷íûå îòîá-
ðàæåíèÿ öèëèíäðà R2 \ O ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû îòîáðàæå-
íèÿì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà (4.1).
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Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèé ñåìåéñòâà (4.1)

Jf = det

(
2x+ a11y a11x− 2y
b11y b11x

)
= 2b11(x2 + y2).

Ïîýòîìó çíàê ßêîáèàíà Jf îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì b11. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñåìåéñòâî (4.1) ñîäåðæèò 2 ïîäñåìåéñòâà: îòîáðàæå-
íèÿ, ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ, ñ b11 > 0, è îáðàùàþùèå îðè-
åíòàöèþ, ñ b11 < 0.
Èçó÷èì îòîáðàæåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî òîïî-

ëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíûå êâàäðàòè÷íûå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îäíîðîäíûõ îòîáðàæåíèé èç ðàáîòû [5],
ïîýòîìó äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ ëåìì 1�5 è òåîðå-
ìà 1 èç ýòîé ðàáîòû.

Ñëåäñòâèå 4.3. Ó îòîáðàæåíèé ñåìåéñòâà (4.1) çàìûêàíèå
íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè (1, 0) âõîäèò â îáùóþ ãðàíèöó
áàññåéíîâ ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê O è ∞.

Ïóñòü f � îòîáðàæåíèå ñåìåéñòâà (4.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
f1(x, y) = x2 + a11xy− y2, f2(x, y) = b11xy êîîðäèíàòíûå ôóíê-
öèè îòîáðàæåíèÿ f .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sφ ãîìåîìîðôíîå îêðóæíîñòè ìíîæåñòâî

ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Îòîáðàæåíèå f èíäó-
öèðóåò íà Sφ âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå fφ.
Â êà÷åñòâå Sφ ìîæíî âçÿòü åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Åå òî÷êè

èìåþò âèä (cosϕ, sinϕ), ãäå ϕ� óãëîâàÿ êîîðäèíàòà. Ïðè ýòîì

f1(ϕ) = cos 2ϕ+
a11

2
sin 2ϕ, f2(ϕ) =

b11

2
sin 2ϕ.

Òîãäà âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå fφ : Sφ → Sφ ìîæíî âûðàçèòü

èç óðàâíåíèé cos(fφ) = f1√
f21 +f22

, sin(fφ) = f2√
f21 +f22

, ctg(fφ) = f1
f2
.

Èç íèõ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàèáîëåå óäîáíî äëÿ âû÷èñëåíèé.
Ïîëó÷èì
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fφ(ϕ) =



arcctg
(

2
b11

ctg(2ϕ) + a11
b11

)
, f2 > 0

arcctg
(

2
b11

ctg(2ϕ) + a11
b11

)
− π, f2 < 0, f1 > 0

arcctg
(

2
b11

ctg(2ϕ) + a11
b11

)
+ π, f2 < 0, f1 ≤ 0

π
2 , f2 = 0, f1 > 0

−π
2 , f2 = 0, f1 < 0

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, π2 , π,
3π
2 . Äëÿ

óäîáñòâà îáîçíà÷èì a = a11, b = b11. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ îòîá-
ðàæåíèÿ fφ(ϕ) èìååò âèä

(fφ)′(ϕ) =

(
arcctg

(
2

b
ctg 2ϕ+

a

b

))′
=

= − 1

1 +
(

2
b ctg 2ϕ+ a

b

)2 (2

b
·
(
− 1

sin2 2ϕ

)
· 2
)

=

=
4

b · sin2 2ϕ
(

1 +
(

2
b ctg 2ϕ+ a

b

)2) .
Òàêèì âûðàæåíèåì óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âñåõ òî÷åê,

êðîìå 0, π
2 , π,

3π
2 . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ (fφ)′(ϕ) â ýòèõ

òî÷êàõ óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì sin(fφ) = f2√
f21 +f22

,

Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî â ýòèõ òî÷êàõ (fφ)′ = b.
Â ðàáîòå [5] îïèñàíû êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè

èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ fφ, à çíà÷èò, è îòîáðàæåíèé ñå-
ìåéñòâà (4.1). Äëÿ fφ âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ äèõîòîìèÿ: ëèáî

Ω⊥(fφ) = Sφ, ëèáî Ω⊥(fφ) 6= Sφ.

4.4. Îòîáðàæåíèÿ ñîïðÿæåííûå ñ z 7→ z2. Ðàññìîòðèì
âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà Ω⊥(fφ) = Sφ. Òîãäà ó fφ íåò ïåðèîäè÷å-
ñêèõ èíòåðâàëîâ è fφ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñòàíäàðòíîìó
ëèíåéíîìó ðàñòÿæåíèþ îêðóæíîñòè φ 7→ 2φ ëèáî φ 7→ −2φ, â
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çàâèñèìîñòè îò òîãî, fφ ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ îêðóæíîñòè Sφ
èëè íåò.
Òîãäà äëÿ îòîáðàæåíèé ñåìåéñòâà (4.1) èìåþò ìåñòî ðåçóëü-

òàòû èç [5] è ãëàâû 7 [4]. Â ÷àñòíîñòè, çàìûêàíèå íåéòðàëüíîãî
ñå÷åíèÿ òî÷êè (1, 0) ÿâëÿåòñÿ òîé ãîìåîìîðôíîé îêðóæíîñòè
æîðäàíîâîé êðèâîé, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ
òî÷åê O è ∞, è òàêîé, ÷òî ñóæåíèå íà íåå îòîáðàæåíèÿ ñå-
ìåéñòâà (4.1) ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå fφ. Ïðè ýòîì, åñëè f ñî-
õðàíÿåò îðèåíòàöèþ, òî f òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî z2, à åñëè
îáðàùàåò � òî z2.
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîýô-

ôèöèåíòîâ a è b ó îòîáðàæåíèÿ fφ, èíäóöèðîâàííîãî îòîáðà-

æåíèåì f ñåìåéñòâà (4.1), èìååò ìåñòî Ω⊥(fφ) = Sφ?
Äëÿ ïðîâåðêè ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî îòîá-

ðàæåíèå fφ ãëàäêîå, è ñîñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ âäîëü êàæäîé

ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Åñëè Ω⊥(fφ) = Sφ, òî âñå ïåðèîäè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè òîïîëîãè÷åñêè îòòàëêèâàþùèå. Åñëè ïðè
íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ a è b ó îòîáðàæåíèÿ
fφ íàéäåòñÿ òðàåêòîðèÿ, òàêàÿ, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðà-
åêòîðèè (ïðîèçâåäåíèå çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé âî âñåõ òî÷êàõ)
ìåíüøå 1, òî îòîáðàæåíèå fφ èìååò ïðèòÿãèâàþùóþ òðàåêòî-

ðèþ, è Ω⊥(fφ) 6= Sφ. È íàîáîðîò, åñëè äëÿ âñåõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðàåêòîðèè áîëüøå 1, òî
âñå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè òîïîëîãè÷åñêè îòòàëêèâàþùèå
è Ω⊥(fφ) = Sφ. Åñëè æå äëÿ êàêîé-òî ïåðèîäè÷åñêîé òðàåê-
òîðèè ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðàåêòîðèè ðàâíà 1, òî äëÿ òàêîé
òðàåêòîðèè òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå, ÿâëÿåòñÿ
ëè îíà òîïîëîãè÷åñêè îòòàëêèâàþùåé.
Îäíàêî òàêîé êðèòåðèé íà ïðàêòèêå íå ïðèìåíèì, òàê êàê

äëÿ èññëåäîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà òðàåêòîðèé òðåáóåòñÿ
ïðîèçâåñòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âû÷èñëåíèé. Òåì íå ìåíåå, îäèí
âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî êðèòåðèÿ ìîæíî ëåãêî âû÷èñ-
ëèòü. Êîãäà ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ fφ ñòðîãî áîëüøå 1 íà
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âñåé îêðóæíîñòè, òî òåì áîëåå äëÿ âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðàåêòîðèè áîëüøå 1.
Îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì, êîãäà îòîáðàæåíèÿ ñåìåé-

ñòâà (4.1) ñîõðàíÿþò îðèåíòàöèþ, (b > 0). Âû÷èñëèì, êîãäà
ïðîèçâîäíàÿ îòîáðàæåíèÿ fφ ñòðîãî áîëüøå 1 íà âñåé îêðóæ-
íîñòè.
Êàê è âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ 6= 0, π2 , π,

3π
2 . Òîãäà èç

b > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî b · sin2 2ϕ
(

1 +
(

2
b ctg 2ϕ+ a

b

)2)
> 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, |f ′(ϕ)| > 1 âëå÷åò

4

b · sin2 2ϕ
(

1 +
(

2
b ctg 2ϕ+ a

b

)2) > 1,

b · sin2 2ϕ
(

1 +
(

2
b ctg 2ϕ+ a

b

)2)
< 4,

b ·
(

sin2 2ϕ+ sin2 2ϕ ·
(

4
b2

ctg2 2ϕ+ 4a
b2

ctg 2ϕ+ a2

b2

))
< 4,

b sin2 2ϕ+ 4
b cos2 2ϕ+ 4a

b cos 2ϕ sin 2ϕ+ a2

b sin2 2ϕ < 4,

b2 sin2 2ϕ+ 4 cos2 2ϕ+ 4a cos 2ϕ sin 2ϕ+ a2 sin2 2ϕ < 4b,(
a2 + b2

)
sin2 2ϕ+ 4a cos 2ϕ sin 2ϕ+ 4 cos2 2ϕ− 4b < 0,(

a2 + b2
) (2 tgϕ)2

(1 + tg2 ϕ)
2 + 4a

2 tgϕ
(
1− tg2 ϕ

)
(1 + tg2 ϕ)

2

+4

(
1− tg2 ϕ

)2
(1 + tg2 ϕ)

2 − 4b < 0,(
a2 + b2

)
tg2 ϕ+ 2a tgϕ

(
1− tg2 ϕ

)
+
(
1− tg2 ϕ

)2−
−b
(
1 + tg2 ϕ

)2
< 0.

Èñïîëüçóÿ çàìåíó u = tgϕ ïîëó÷èì:(
a2 + b2

)
u2 + 2au

(
1− u2

)
+
(
1− u2

)2 − b (1 + u2
)2
< 0,

(1− b)u4 − 2au3 +
(
a2 + b2 − 2b− 2

)
u2 + 2au+ (1− b) < 0.
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Ïîëîæèì

q(u) = (1− b)u4 − 2au3 +
(
a2 + b2 − 2b− 2

)
u2 + 2au+ (1− b).

Çàìåòèì, ÷òî êîãäà ϕ ∈
(
0, π2

)
, òî u > 0. ×òîáû èìåëî ìåñòî

íåðàâåíñòâî q1(u) < 0, äëÿ êàæäîãî u > 0 ãðàôèê ïîëèíîìà q1

äîëæåí ëåæàòü ïîä îñüþ Ox. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ
1) Ïóñòü b = 1. Òîãäà

q1(u) = −2au3 +
(
a2 − 3

)
u2 + 2au < 0,

u
(
2au2 −

(
a2 − 3

)
u− 2a

)
> 0,

2au2 −
(
a2 − 3

)
u− 2a > 0.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî. Ïðè a 6= 0 îíî çàäàíî ïî-
ëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè. Îòìåòèì, ÷òî äèñêðèìèíàíò ëåâîé
÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ðàâåí

D =
(
a2 − 3

)2
+ 16a2 > 0.

Îí âñåãäà ïîëîæèòåëåí, à çíà÷èò, óðàâíåíèå âñåãäà èìååò êîð-
íè è ñëó÷àé a 6= 0 íå ïîäõîäèò. Åñëè æå a = 0, òî ïîëó÷èì
íåðàâåíñòâî −3u2 < 0, êîòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè a = 0. Ïî-
ýòîìó ïðè b = 1 èìååì òîëüêî íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî −3u2 ≤ 0
è fϕ íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìåòðè÷åñêè ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæå-
íèåì.
2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b 6= 1. Òîãäà

(1− b)u4 − 2au3 +
(
a2 + b2 − 2b− 2

)
+ 2au+ (1− b) < 0.

Ñîêðàùàÿ íà u2, ïîëó÷èì:

(1− b)
(
u2 + 1

u2

)
− 2a

(
u− 1

u

)
+
(
a2 + b2 − 2b− 2

)
< 0

(1− b)
((
u− 1

u

)2
+ 2
)
− 2a

(
u− 1

u

)
+
(
a2 + b2 − 2b− 2

)
< 0.

Ñäåëàåì çàìåíó t = u− 1
u , òîãäà

(1− b)t2 − 2at+
(
a2 + b2 − 4b

)
< 0.
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Åñëè u ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, òî t
ïðîáåãàåò âñþ ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ, ïîýòîìó ïîñëåäíåå íåðàâåí-
ñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ t ∈ R, òî åñòü äèñêðèìèíàíò
ëåâîé ÷àñòè äîëæåí áûòü îòðèöàòåëüíûì è 1 − b < 0. Òàêèì
îáðàçîì,

D = 4a2 + 4(b− 1)
(
a2 + b2 − 4b

)
< 0,

a2 + (b− 1)
(
a2 + b2 − 4b

)
< 0,

a2b+ b(b− 4)(b− 1) < 0,

a2 + b2 − 5b+ 4 < 0,

÷òî äàåò íàì îòêðûòûé äèñê (âíóòðåííîñòü ýëëèïñà):

a2 +
(
b− 5

2

)2
<
(

3
2

)2
.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà a = 0, b = 2 (ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòîáðàæå-
íèþ z2) ëåæèò ó íåãî âíóòðè, à òî÷êà a = 0, b = 1 ëåæèò íà
ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè ýòîãî äèñêà. Òàêæå, ýòîò äèñê öåëèêîì

ëåæèò â îáëàñòè b > a2

4 + 1 (or a2 < 4(b − 1)), êîòîðàÿ áóäåò
ðàññìîòðåíà äàëåå.

4.5. Îòîáðàæåíèÿ, íå ñîïðÿæåííûå ñ z 7→ z2. Â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå áûëè íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà îòîá-
ðàæåíèÿ ñåìåéñòâà (4.1) ñîïðÿæåíû z2. Íàéäåì òåïåðü äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà îòîáðàæåíèÿ ñåìåéñòâà (4.1) íå ñî-
ïðÿæåíû z2. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé, êîãäà
Ω⊥(fφ) 6= Sφ. Òîãäà ó ìíîæåñòâà W

⊥(fφ) îòîáðàæåíèÿ fφ åñòü
ïåðèîäè÷åñêèå èíòåðâàëû.
Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 7 [4], â ýòîì ñëó÷àå êàæ-

äîìó öèêëó ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò îòîáðàæåíèÿ fφ ñîîòâåò-
ñòâóåò â R2 èíâàðèàíòíûé äëÿ îòîáðàæåíèÿ f íàáîð ñåêòîðîâ,
çàïîëíåííûõ ëó÷àìè, èñõîäÿùèìè èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Ãðà-
íèöû òàêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò ñîñòîÿò èç ïåðèîäè÷å-
ñêèõ ëó÷åé, â ñóæåíèè íà êàæäûé öèêë èç ñâîèõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ êîìïîíåíò îòîáðàæåíèå fφ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, à
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âíóòðè òàêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò ïîä äåéñòâèåì îòîáðà-
æåíèÿ fφ êàæäûé ëó÷ ñî âðåìåíåì ñõîäèòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó
ëó÷ó âíóòðè èëè íà ãðàíèöå òàêîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû.
Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå êâàäðàòè÷íî, òî íà êàæäîì ïåðè-

îäè÷åñêîì ëó÷å ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷-
êà, êîòîðàÿ ðàçäåëÿåò áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê O è ∞. Ñî-
îòâåòñòâåííî, íà êàæäîì äâèæóùåìñÿ ëó÷å ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò â çàâèñèìîñòè îò íà-
ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ óñòîé÷èâîìó èëè íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîá-
ðàçèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè è ðàçäåëÿåò áàñ-
ñåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê O è ∞, ïðè÷åì òî÷êè, ïîïàäàþùèå â
áàññåéíû ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê O è ∞, ÿâëÿþòñÿ ñóïåðáëóæäàþ-
ùèìè.
Òàêèì îáðàçîì, è â ñëó÷àå, êîãäà Ω⊥(fφ) 6= Sφ, áàññåéíû

ïðèòÿæåíèÿ òî÷åê O è∞ òàêæå ðàçäåëÿåò îáðàçîâàííàÿ äèíà-
ìè÷åñêè âûäåëåííûìè òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíûìè ìíîæå-
ñòâàìè æîðäàíîâà êðèâàÿ γ, â ñóæåíèè íà êîòîðóþ îòîáðàæå-
íèå f ñîïðÿæåíî fφ.
Ïðè ýòîì âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f , êðîìå

O = (0, 0) è ∞, ëåæàò íà æîðäàíîâîé êðèâîé γ, è èõ ìîæíî
åñòåñòâåííî îòîæäåñòâèòü ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè îòîáðà-
æåíèÿ fφ.
Åñëè îòîáðàæåíèÿ ñåìåéñòâà (4.1) ñîïðÿæåíû z2, òî ó íèõ

åñòü ðîâíî òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè: O = (0, 0),∞ è åäèíñòâåí-
íóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó íà æîðäàíîâîé êðèâîé γ, êîòîðàÿ ïî
ïîñòðîåíèþ èìååò êîîðäèíàòû (1, 0).
Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè ó îòîáðàæåíèÿ âîçíèêíóò äîïîëíè-

òåëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè, òî òàêîå îòîáðàæåíèå íå ñîïðÿ-
æåíî z2.

5. Äîïîëíèòåëüíûå íåïîäâèæíûå òî÷êè

Íàéäåì êîíå÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ

f : (x, y) 7−→ (x2 + axy − y2, bxy),
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ò. å. ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:{
x2 + axy − y2 = x
bxy = y

Åñëè y = 0, òî èìååì óæå óïîìÿíóòûå íåïîäâèæíûå òî÷êè
(1, 0) è (0, 0). Ïóñòü y 6= 0. Òîãäà x = 1

b , è

1

b2
+
a

b
y − y2 =

1

b
=⇒ 1 + aby − b2y2 = b.

Ïóñòü t = by. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå t2 − at+ b− 1 = 0.
Åñëè D < 0, òî, êàê è âûøå, ó íàñ òîëüêî äâå (êîíå÷íûå)

íåïîäâèæíûå òî÷êè (1, 0) è (0, 0) îòîáðàæåíèÿ f . Íî òàê êàê

D = a2 − 4b+ 4, òî ýòî äîñòèãàåòñÿ, åñëè b >
(
a
2

)2
+ 1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà D = 0. Òîãäà b =
(
a
2

)2
+1, è t = a

2 ,

ñëåäîâàòåëüíî, x = 1
b , y = a

2b .
Ïðè a = 0, b = 1 âñå ðàâíî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè, òàê

êàê y = 0, à ïðè ëþáûõ äðóãèõ çíà÷åíèÿõ a è b, ëåæàùèõ

íà ïàðàáîëå b =
(
a
2

)2
+ 1, âîçíèêàåò 3 íåïîäâèæíûå òî÷êè:

(1, 0), (0, 0),
(

1
b ,

a
2b

)
.

Åñëè D > 0 (b <
(
a
2

)2
+ 1), òî ó íàñ ìîæåò áûòü äî ÷åòûðåõ

íåïîäâèæíûõ òî÷åê:

(0, 0), (1, 0),

(
1

b
,
a−
√
a2 − 4b+ 4

2b

)
,

(
1

b
,
a+
√
a2 − 4b+ 4

2b

)
.

Íî åñëè b = 1, òî òî÷êà
(

1
b ,

a−
√
a2−4b+4
2b

)
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé

(1, 0) è îñòàþòñÿ òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè: (0, 0), (1, 0), (1, a).

Äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ èç îáëàñòè b <
(
a
2

)2
+ 1

âñå ÷åòûðå òî÷êè ðàçëè÷íû.
Ðàññìîòðèì íåïîäâèæíûå òî÷êè, ëåæàùèå íà êðèâîé γ. Êî-

ãäà 0 < b < 1, òî, ñîñ÷èòàâ ïðîèçâîäíóþ, ëåãêî âèäåòü, ÷òî
òî÷êà (1, 0)�ïðèòÿãèâàþùàÿ, è äâå äðóãèå íåïîäâèæíûå òî÷-
êè îáðàçóþò ãðàíèöû èíâàðèàíòíîãî èíòåðâàëà áàññåéíà ïðè-
òÿæåíèÿ òî÷êè (1, 0).
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Êîãäà 1 < b <
(
a
2

)2
+ 1, òî îòîáðàæåíèå fφ òàêæå îáëàäàåò

èíâàðèàíòíûì èíòåðâàëîì, íî òî÷êà (1, 0) óæå âõîäèò â ãðàíè-
öó ýòîãî èíâàðèàíòíîãî èíòåðâàëà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé áàññåéí ïðèòÿæåíèÿ, îáðàçîâàííûé îäíîé èç îñòàâøèõñÿ
íåïîäâèæíûõ ïðèòÿãèâàþùèõ òî÷åê.
Ñóììèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â ñëåäóþùåé òåîðåìå:

Òåîðåìà 5.1. Îäíîðîäíûå âíóòðåííèå êâàäðàòè÷íûå îòîá-
ðàæåíèÿ öèëèíäðà R2 \ O ëèíåéíûìè çàìåíàìè êîîðäè-
íàò ñâîäÿòñÿ ê îòîáðàæåíèÿì äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåé-
ñòâà (4.1). Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
(a) åñëè ïàðàìåòðû a è b ïîïàäàþò âíóòðü îáëàñòè

a2 +
(
b− 5

2

)2
<
(

3
2

)2
,

òî îòîáðàæåíèå òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ãîëîìîðôíîìó
îòîáðàæåíèþ z2;

(b) çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè a = 0 b = 1, îáëàñòü b ≤
(
a
2

)2
+ 1

â ïîëóïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ {(a, b)|b > 0}, ñîõðàíÿþùèõ îðè-
åíòàöèþ îòîáðàæåíèé ñåìåéñòâà (4.1), ñîäåðæèò îòîáðà-
æåíèÿ, êîòîðûå òîïîëîãè÷åñêè íå ñîïðÿæåíû ãîëîìîðôíîìó
îòîáðàæåíèþ z2;

(c) â îáëàñòè b ≤
(
a
2

)2
+ 1 ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå ïîä-

ìíîæåñòâà:

• òî÷êà a = 0 b = 1;
• ïðÿìàÿ b = 1 áåç òî÷êè a = 0 b = 1;

• ïàðàáîëà b =
(
a
2

)2
+ 1 áåç òî÷êè a = 0 b = 1;

• äâóìåðíûå îòêðûòûå îáëàñòè - ñâÿçíûå êîìïîíåíòû
äîïîëíåíèÿ ê îáúåäèíåíèþ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïîäìíî-
æåñòâ â ïîëóïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ.

òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò
ïîäìíîæåñòâàì ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, òîïîëîãè÷åñêè íå ñî-
ïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê èìåþò ðàçíîå ÷èñëî íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî îïèñàíèÿ êëàññîâ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-
æåííîñòè îòîáðàæåíèé ñåìåéñòâà (4.1) íåîáõîäèìî äàëüíåéøåå
èññëåäîâàíèå èõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.
Ïðè ýòîì èññëåäîâàíèå òî÷åê ïåðèîäà 2 åùå ìîæåò áûòü âû-

ïîëíåíî àíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì, òàê êàê ñâîäèòñÿ ê óðàâíå-
íèÿì 4-é ñòåïåíè, îäíàêî èññëåäîâàíèå òî÷åê áîëåå âûñîêèõ
ïåðèîäîâ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì 8-é è áîëüøå ñòåïåíè, ÷òî
ïîòðåáóåò ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé è ýêñïåðèìåíòîâ íà êîì-
ïüþòåðå. Â ðàáîòå [4] áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ÷èñ-
ëî ïåðèîäè÷åñêèõ èíòåðâàëîâ ó èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ
îêðóæíîñòè áóäåò êîíå÷íûì. Èñïîëüçóÿ êîìïüþòåðíûå ýêñïå-
ðèìåíòû, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îöåíèòü ýòî ÷èñëî, çàòåì äîêàçû-
âàòü ïîëó÷åííóþ ãèïîòåçó ìåòîäàìè îäíîìåðíîé äèíàìèêè.
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