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Випромiнювання точкового заряду та принцип
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(Представлено академiком НАН України С.В. Пелетмiнським)

The criterion of point charge radiation, which is invariant with respect to the choice of an
arbitrary, in particular, non-inertial frame of reference within the consistent radiation theory
is obtained. On this basis, the validity of the principle of equivalence of inertia and gravitation
in the presence of electromagnetic processes is proved.

1. У класичнiй електродинамiцi iснує декiлька нееквiвалентних означень електромагнiтного
випромiнювання: класичне, дiракiвське та теiтельбомiвське. Найбiльш послiдовним серед
них є означення, запропоноване Теiтельбомом [1, 2] (про недолiки класичного та дiракiвсь-
кого означень див. у [3]). Воно базується на розщепленнi тензора енергiї — iмпульсу (ТЕI)
електромагнiтного поля, вираженого через запiзнюючi потенцiали Лiєнара–Вiхерта Tret на
двi динамiчно незалежнi частини — ТЕI зв’язаної частини поля TI та ТЕI випромiнювання
TII : T µν

ret = T µν
I + T µν

II , причому ∂νT
µν
I = ∂νT

µν
II = 0 поза свiтовою лiнiєю частинки. Кожний

терм цього розщеплення є тензором. Тому факт наявностi або вiдсутностi випромiнювання
є абсолютним, не залежним вiд вибору системи вiдлiку (СВ). Тензор TII має вигляд

T µν
II = wcµcν , w ≡ e2

16π2ε0

ǎ2
⊥

ρ4
(1)

(ми використовуємо позначення, введенi в [3]) i за своєю структурою збiгається з ТЕI iзо-
тропного пилу iз густиною енергiї w. Легко встановити, що TEI TII має такi властивостi:
а) густина енергiї випромiнювання невiд’ємна w > 0; б) згусток електромагнiтної енер-
гiї з густиною 4-iмпульсу Πµ

II ≡ wcµ поширюється, не розсiюючись (∂µΠµ
II = 0), вздовж

iзотропної геодезичної (cν∂νcµ = 0); в) потiк електромагнiтної енергiї через поверхню свiт-
лового конуса з вершиною в точцi випромiнювання дорiвнює нулю; г) кiлькiсть енергiї, що
проходить через довiльну поверхню, не залежить вiд часткового вибору поверхнi.

В теорiї Тейтельбома потужнiсть випромiнювання DPII в деякий момент часу θ зале-
жить лише вiд кiнематичних характеристик руху заряду (його швидкостi v та прискорен-
ня a) в той самий момент часу:

DPµ
II(θ) =

e2

6πε0
a2(θ)vµ(θ). (2)

Оскiльки DPII = 0 тодi i тiльки тодi, коли a(θ) = 0, то сформулюємо критерiй випромi-
нювання у виглядi зв’язку мiж фактом породження випромiнювання зарядом i його кiнема-
тичними характеристиками: заряд не випромiнює тодi i тiльки тодi, коли вiн рухається по
геодезичнiй. Завдяки своїй геометричнiй формi, критерiй випромiнювання є нечутливим до
вибору СВ. Тому факт породження випромiнювання є абсолютним; якщо заряд випромiнює
в будь-якiй однiй СВ, то вiн випромiнюватиме також i у всiх iнших.
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Iз аналiзу Тейтельбома також випливає, що класичне рiвняння Абрагама–Лоренца–
Дiрака

maµ = Fµ
ext + Fµ

rad(z), Fµ
ext ≡ eFµν

in (z)vν , Fµ
rad(z) ≡ e2

6πε0
(Daµ − a2vµ) (3)

є не рiвнянням руху точкової зарядженої частинки у зовнiшньому електромагнiтному полi
Fin iз врахуванням сили радiацiйного тертя Frad, а рiвнянням балансу 4-iмпульсу комплексу
Pcom [3], випромiнювання PII та 4-iмпульсу, поглиненого iз зовнiшнього поля Pmix:

DPµ
mix(θ) + DPµ

com(θ) + DPµ
II(θ) = 0. (4)

Рiвняння балансу (4) читається так: 4-iмпульс, поглинений iз зовнiшнього електромагнiт-
ного поля dPmix, витрачається на прирiст 4-iмпульсу комплексу dPcom та на створення
4-iмпульсу випромiнювання dPII . Iз явного вигляду величин dPcom та dPII випливає, що
комплекс може як отримувати так i вiддавати 4-iмпульс зовнiшньому полю, в той час як
випромiнювання 4-iмпульс може лише отримувати, але не вiддавати.

2. Випромiнювання рiвноприскореного заряду. Як тейтельбомiвське розщеплення
ТЕI, так i критерiй випромiнювання, сформульованi у iнварiантнiй, не залежнiй вiд вибору
СВ формi. Тому вони є особливо зручними для розгляду процесу випромiнювання з точки
зору рiзних систем вiдлiку та аналiзу питання про виконання ейнштейнiвського принципу
еквiвалентностi в електродинамiчних процесах. Актуальнiсть такої задачi зрозумiла з ро-
бiт [4–11].

Критерiй випромiнювання дозволяє одразу визначити — чи випромiнюють заряд, що
рухається iнерцiально, та рiвноприскорений заряд, причому, як з точки зору iнерцiальної
системи вiдлiку (IСВ) K, так i з точки зору рiвноприскореної системи вiдлiку (РПСВ) Ka.
Справдi: (1) заряд, який знаходиться в станi спокою в IСВ K, рухається по геодезичнiй,
i отже не випромiнює; (2) рiвноприскорений вiдносно IСВ K заряд, рухається iз прискорен-
ням a (отже, не по геодезичнiй), а тому випромiнює; (3) заряд, який знаходиться в станi
спокою в РПСВ Ka, має прискорення a (отже, рухається не по геодезичнiй), а тому випромi-
нює; (4) незакрiплений у РПСВ Ka заряд рухається по геодезичнiй i, отже, не випромiнює.

Iснують точки зору, що рiвноприскорений заряд не випромiнює взагалi [6, 8, 9], або ви-
промiнює при розглядi процесу iз IСВ K i не випромiнює при розглядi процесу iз РПСВ Ka

[4, 10, 11]. Причина таких розбiжностей полягає в тому, що випадок рiвноприскореного руху
заряду, порiвняно з iншими випадками, має деякi специфiчнi особливостi. Розглянемо їх.

Для уникнення будь-яких неоднозначностей дамо означення понять рiвноприскореного
руху та рiвноприскореної системи вiдлiку, якими ми користуватимемося.

Як i у класичнiй механiцi, в релятивiстськiй механiцi рiвноприскореним рухом частинки
називають рух пiд дiєю сталої 3-сили F = const. Якщо рiвноприскорений рух здiйсню-
ється в напрямку дiї сили, то такий рух називають гiперболiчним. У випадку, коли сила
направлена вздовж осi OX, так що F = (F, 0, 0), закон гiперболiчного руху має вигляд:

{zµ(τ)} = (a−1 sinh aτ, a−1 cosh aτ, 0, 0). (5)

Iзотропнi гiперплощини X0 − X1 = 0 та X0 + X1 = 0 є для частинки горизонтами подiй
майбутнього

Згiдно з монадним методом задання систем вiдлiку (СВ) [12], в теорiї вiдносностi пiд
системою вiдлiку розумiють часоподiбну конгруенцiю, тобто сукупнiсть часоподiбних лiнiй,
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таких, що через кожну точку простору Мiнковського проходить одна i тiльки одна лiнiя
iз цiєї сукупностi. Основними характеристиками СВ є вектор прискорення aµ ≡ Uα∇αUµ,
тензор швидкостi обертання Aµν ≡ hα

µhβ
ν∇[µUν] та тензор швидкостi деформацiї Dµν ≡

≡ hα
µhβ

ν∇(µUν), де Uµ — поле модад — поле одиничних часоподiбних векторiв, дотичних до
лiнiй конгруенцiї; hα

β ≡ (UαUβ + δα
β) — проектор на власний 3-простiр спостерiгача, а ∇ν —

коварiантна похiдна.
На вiдмiну вiд нерелятивiстського випадку, означення РПСВ в теорiї вiдносностi не

є тривiальним i, навiть, не є однозначним. Для її побудови введемо такi вимоги. По-перше,
очевидно, частинка, що рухається гiперболiчно, повинна покоїтися у РПСВ. Це означає,
що одна зi свiтових лiнiй РПСВ повинна збiгатися зi свiтовою лiнiєю цiєї частинки. Проте
всi iншi свiтовi лiнiї СВ залишаються при цьому довiльними. Використаємо цю свободу i,
по-друге, вимагатимемо, щоб РПСВ була жорсткою СВ без обертання (Dµν = Aµν = 0).
Виявляється, цю вимогу можна задовольнити не в усьому просторi Мiнковського, а лише
в областi (X1)2 − (X0)2 > 0, X1 > 0 (назвемо її квадрантом I). Тодi в хронометричнiй
калiбровцi [12] в квадрантi I координати РПСВ t, x, y, z будуть пов’язанi iз координатами
IСВ перетвореннями Меллера–Рiндлера

I : {T = x sinh at, X = x cosh at, Y = y, Z = z}. (6)

Електромагнiтне поле, створюване зарядом, який рухається гiперболiчно, в секторi I
РПСВ Ka, має вигляд

{

Ex =
e

πε0

x(x2 − l2 − 1/a2)

aξ3
, El =

2e

πε0

x(xl)

aξ3
, Eϕ = 0, H = 0

}

,

ξ ≡

√

(

x2 + l2 − 1

a

)2

+
4l2

a2
, l2 ≡ y2 + z2.

(7)

Як видно iз останньої формули, магнiтне поле дорiвнює нулю, а отже i дорiвнює нулю по-
тiк енергiї. Створюване зарядом поле є чисто електростатичним. На основi цього факту,
здавалося б, можна прийти до висновку, що з точки зору РПСВ заряд, який рухається гi-
перболiчно, не випромiнює, хоча вiн i випромiнює з точки зору IСВ. Однак такий висновок
суперечить як загальнiй теорiї випромiнювання, так i критерiю випромiнювання. Щоб про-
яснити ситуацiю, повернемося до загального випадку, коли заряджена частинка рухається
довiльним чином.

Обчислення iнварiантiв поля, створюваного зарядом, який рухається довiльним чином,

I(1) ≡ FretαβFαβ
ret = −2(E2 − H

2) = −2
e2

(4πε0)2ρ4
,

I(2) ≡ ∗FretαβFαβ
ret = 4E · H = 0,

(8)

де E та H — вектори спостережуваних напруженостей електричного та магнiтного полiв,
вiдповiдно, показують, що завжди можна вибрати СВ так, щоб у нiй в кожнiй точцi ви-
конувалися рiвностi

H = 0, |E| ≡
√

E2 =
e

4πε0ρ2
, (9)
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тобто магнiтне поле було вiдсутнє, а електричне поле мало кулонiвську залежнiсть вiд
вiддалi. В термiнологiї Пiранi [13], назвемо таку СВ системою вiдлiку, що слiдує за полем,
створюваним точковим зарядом. Явний вигляд монади цiєї СВ U та вектора напруженостi
електричного поля E у нiй такий:

U =

(

1 +
ǎ2
⊥

2

)

v +
ǎ2
⊥

2
n + ǎ⊥, (10)

E =
e

4πε0ρ2
k; k ≡ − ǎ2

⊥

2
v +

(

1 +
ǎ2
⊥

2

)

n− ǎ⊥; k · v = 0; k
2 = 1. (11)

Виявляється, така СВ не єдина. Якщо здiйснити перетворення бусту вздовж напрямку
електричного поля k з довiльним параметром швидкостi α

{U′ = cosh αU + sinhαk, k
′ = sinhαU + cosh αk}, (12)

то в отриманiй таким способом новiй (штрихованiй) СВ також буде

H
′ = 0, E

′ =
e

4πε0ρ2
k
′, k · v = 0; k

2 = 1. (13)

Чи означає це, що заряд, який рухається довiльним чином, не випромiнює вiдносно СВ,
що слiдує за полем? Звичайно ж нi! Як ми бачили, як поняття випромiнювання, так i про-
цес випромiнювання є абсолютними, iнварiантними вiдносно вибору СВ. Випромiнювання
характеризується загальноковарiантним ТЕI TII (1), який до того ж є форм-iнварiантним
вiдносно змiни СВ. Потужнiсть випромiнюваного 4-iмпульсу описується загальноковарiан-
тним 4-вектором DPII (2). Як же узгодити нульовий потiк енергiї у СВ, що слiдує за полем
при ненульових TII та DPII? Справа в тому, що повне магнiтне поле H є сумою магнiтного
поля, зв’язаного iз зарядом HI , та магнiтного поля випромiнювання HII . Тому рiвнiсть
нулю повного магнiтного поля 0 = HI + HII означає просто, що магнiтне поле, частини,
зв’язаної iз зарядом, компенсує магнiтне поле випромiнювання: HI = −HII .

В загальному випадку, СВ, що слiдує за полем, не є жорсткою: Dµν 6= 0. Однак, вико-
ристовуючи свободу (12), можна спробувати вiдшукати серед 1-параметричної сiм’ї СВ, що
слiдують за полем, жорстку СВ (якщо, звичайно, для даного руху заряду вона iснує). Для
заряду, що здiйснює гiперболiчний рух, це справдi вдається зробити, причому побудована
жорстка СВ, що слiдує за полем, в точностi збiгається iз РПСВ у секторi I (6).

Безпосереднi обчислення для випадку рiвноприскореного заряду напруженостей поля,
зв’язаного iз зарядом, та поля випромiнювання приводять до результату
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

















Ex
I =

e

πε0

x

a

x2 + l2 − 1/a

ξ3
; cHx

I = 0

Ey
I =

e

πε0

y

a

x2 + l2 + 1/a

ξ3
; cHy

I = − e

πε0

z

a2xξ2

Ez
I =

e

πε0

z

a

x2 + l2 + 1/a

ξ3
; cHz

I = +
e

πε0

y

a2xξ2



































, (14)
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e
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e
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z
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e
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z

a
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(15)

в РПСВ в секторi I. З останньої формули явно видно, що спiввiдношення HI + HII = 0
справдi має мiсце.

Iншим фактом, який звичайно наводять як аргумент на користь того, що рiвноприско-
рений заряд не випромiнює, є рiвнiсть нулю сили радiацiйного тертя. Дiйсно, пiдстановка
закону гiперболiчного руху (5) у вираз для сили радiацiйного тертя (3) дає Frad = 0. Звiдси
випливає, що рiвноприскорений заряд не випромiнює, оскiльки йому просто немає з чого
випромiнювати.

Нагадаємо, що рiвняння Абрагама–Лоренца–Дiрака не є рiвнянням руху точкової заряд-
женої частинки iз врахуванням сили радiацiйного тертя, а є рiвнянням балансу 4-iмпуль-
су, поглиненого iз зовнiшнього поля, 4-iмпульсу комплекса та 4-iмпульсу, який вiдносить-
ся випромiнюванням. Сила радiацiйного тертя Frad не описує втрати на випромiнювання.
Швидкiсть породження 4-iмпульсу випромiнювання визначається виразом (2), який є ли-
ше частиною Frad. Iнша частина (так званий шоттiвський член) вiдноситься до комплексу.
Тому рiвнiсть нулю сили радiацiйного тертя при рiвноприскореному русi заряду означає не
вiдсутнiсть випромiнювання, а лише той факт, що при рiвноприскореному русi 4-iмпульс,
який вiдноситься випромiнюванням, черпається iз 4-iмпульсу комплексу.

Таким чином, випадок рiвноприскореного заряду принципово нiчим не вiдрiзняється вiд
усiх iнших випадкiв. Специфiчним для рiвноприскореного руху є лише те, що жорстка СВ,
яка слiдує за полем заряду, збiгається з РПСВ у секторi I, i що 4-iмпульс, який вiдноситься
випромiнюванням, черпається iз 4-iмпульсу комплексу.

3. Випромiнювання заряду, який покоїться або вiльно падає в статичному

гравiтацiйному полi. Теорiя випромiнювання у псевдорiмановому просторi-часi може бу-
ти розвинена як узагальнення теорiї випромiнювання Тейтельбома. Основи її були закла-
денi в пiонерськiй роботi ДеВiтта та Брьоме [14]. Аналогiчно випадку псевдоевклiдового
простору-часу, запiчнюючий ТЕI електромагнiтного поля можна розщепити на двi дина-
мiчно незалежнi частини [15]: T µν

ret = T µν
I +T µν

II , причому ∇µT µν
I = ∇µT µν

II = 0 поза свiтовою
лiнiєю частинки. Зазначимо, що ТЕI випромiнювання TII i у цьому випадку має ту ж саму
структуру (1) i властивостi (a)–(г), що i у просторi Мiнковського. Як i у випадку простору
Мiнковсього, ми ототожнюємо ТЕI TII iз випромiнюванням. Тодi критерiй випромiнюван-
ня, сформульований у роздiлi 1 для простору Мiнковського, в точностi в тiй самiй формi
переноситься i на випадок викривленого простору-часу: заряд не випромiнює тодi i тiльки
тодi, коли вiн рухається по геодезичнiй.

Критерiй випромiнювання дозволяє одразу вiдповiсти на запитання, чи випромiнювати-
ме вiльно падаючий заряд та заряд, закрiплений у однорiдному статичному гравiтацiйному
полi, причому як з точки зору СВ Kg з однорiдним статичним гравiтацiйним полем на-
пруженостi g, так i з точки зору СВ Kag, що вiльно падає в цьому гравiтацiйному полi.
Справдi, (5) заряд, який покоїться в СВ з гравiтацiйним полем Kg, рухається не по геоде-
зичнiй (для того щоб заряд покоївся в СВ Kg, вiн повинен утримуватися зовнiшньою силою,
яка компенсує силу тяжiння i вiдхиляє заряд вiд геодезичного руху), а тому випромiнює;
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Таблиця 1

Випадок СВ Заряд Випромiнювання

1 K знаходиться в станi спокою —
2 K прискорений +
3 Ka знаходиться в станi спокою +
4 Ka прискорений —
5 Kg знаходиться в станi спокою +
6 Kg прискорений —
7 Kag знаходиться в станi спокою —
8 Kag прискорений +

Знак “+” — заряд випромiнює, “−” — заряд не випромiнює.

(6) незакрiплений у СВ Kg заряд вiльно падає, тобто рухається по геодезичнiй, i, отже, не
випромiнює; (7) заряд, який знаходиться в станi спокою у вiльнопадаючiй СВ Kag, також
вiльно падає (тобто, рухається по геодезичнiй), i, отже, не випромiнює; (8) заряд, закрiпле-
ний у СВ Kg, вiдносно СВ Kag рухається iз прискоренням a = g, а тому випромiнює.

Як i при рiвноприскореному русi, випадок, коли заряд, що знаходиться в станi спокою
в статичному гравiтацiйному полi, має специфiчнi властивостей, повнiстю аналогiчнi особ-
ливостям рiвноприскореного руху. А саме, електромагнiтне поле, створюване таким заря-
дом, є чисто електростатичним, а сила радiацiйного тертя дорiвнює нулю. Тому, здавалося
б, вiн не повинен випромiнювати, що суперечило б критерiю випромiнювання. Розв’язан-
ня парадоксу таке саме, як i у випадку рiвноприскореного заряду. Магнiтне поле вiдсутнє
у СВ зi статичним гравiтацiйним полем, тому що ця СВ збiгається iз СВ, що слiдує за по-
лем, i в нiй магнiтне поле зв’язаної частини поля компенсує магнiтне поле випромiнювання.
А рiвнiсть нулю сили радiацiйного тертя означає, що 4-iмпульс, який уноситься випромi-
нюванням, черпається iз 4-iмпульсу комплексу.

4. Принцип еквiвалентностi. Проведений у попереднiх роздiлах аналiз дозволяє
однозначно вiдповiсти на запитання — чи виконується ейнштейнiвський принцип еквiва-
лентностi (ПЕ) в електродинамiчних явищах, якi включають процеси випромiнювання.

Наведемо отриманi в роздiлах 2 та 4 результати стосовно випромiнювання заряду в iнер-
цiальнiй системi вiдлiку K, рiвноприскоренiй системi вiдлiку Ka, системi вiдлiку з однорiд-
ним гравiтацiйним полем напруженостi g Kg та системi вiдлiку, яка вiльно падає в одно-
рiдному гравiтацiйному полi Kag, у виглядi табл. 1.

Порiвняння мiж собою випадкiв 1 та 7, 2 i 8, 3 та 5, 4 та 6 показує, що в усiх розглянутих
ситуацiях принцип еквiвалентностi має мiсце.
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