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Про узагальнену конфлюентну гiпергеометричну

функцiю Ψτ ,β(a; c; z)

(Представлено академiком НАН України О. С. Парасюком)

The (τ, β) — generalized confluent hypergeometric function Ψτ,β(a; c; z) is introduced. Some

properties of this function and its applications are given.

При розв’язаннi рiзноманiтних задач математичної фiзики, аеромеханiки, астрофiзики,
квантової механiки, астрономiї, теорiї дифракцiї, теорiї iмовiрностей та математичної ста-
тистики, бiомедицини та iн. виникають спецiальнi функцiї рiзної природи та складностi.
У зв’язку з широкими потребами практичного застосування спецiальних функцiй iнтерес
до теорiї спецiальних функцiй значно посилився за останнє пiвстолiття [1–5]. Iз практи-
ки розв’язання конкретних задач набувають вагомостi питання про зображення функцiй
не тiльки у виглядi тригонометричних рядiв, але й у виглядi рядiв за iншими спецiаль-
ними функцiями. Цi питання особливо стимулювали розвиток теорiї спецiальних функцiй
(гiпергеометричних, елiптичних, функцiй Матьє, полiномiв Ермiта, Кравчука, Лежандра,
Лагерра, Якобi та iн.).

Вiдзначимо, що саме гiпергеометричнi функцiї вiдiграють особливо велику роль. Вiдо-
мо [1], що багато з вищих трансцендентних функцiй (функцiї Бесселя, Лежандра, Лагерра
тощо) є окремими випадками гiпергеометричної функцiї. Гiпергеометричнi функцiї узагаль-
нюються на випадок двох чи багатьох змiнних, запроваджуються параметри p i q, розгля-
даються рiзнi випадки вироджених (конфлюентних) гiпергеометричних функцiй. Так, Бух-
гольц будує теорiю конфлюентних гiпергеометричних функцiй на базi функцiй Вiттекера;
Трiкомi бере за основу функцiї Куммера, а Слейтер [6] об’єднує обидва пiдходи. Посилю-
ється увага до узагальнення гiпергеометричних функцiй за Райтом [7, 8], дослiджуються
окремi випадки, що мають не тiльки теоретичне, а й практичне значення. Особливо цiн-
ними для практики виявились конфлюентнi гiпергеометричнi функцiї [1]. У [9] вивчалась

функцiя 1Φ
τ
1(a; c; z), в [10] — функцiя 1Φ

τ,β
1

(a; c; z).
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1. Розглянемо узагальнену (за Райтом) конфлюентну гiпергеометричну функцiю Трi-
комi у виглядi

Ψτ,β(a; c; z) =
1

Γ(a)

∞∫

0

ta−1(1 + t)c−a−1
1Ψ1

[
(a, β)

(a, τ)

∣∣∣∣∣−ztτ

]
dt, (1)

де Re a > 0, τ , β ∈ R, τ > 0, τ − β < 1; a, c ∈ C, Γ(a) — класична гамма-функцiя, 1Ψ1 —
функцiя Фокса–Райта [1]. При β = τ = 1 маємо класичну конфлюентну гiпергеометричну
функцiю Ψ(a; c; z) [1], при β = τ матимемо τ -узагальнену функцiю Ψτ (a; c; z):

Ψτ (a; c; z) =
1

Γ(a)

∞∫

0

ta−1(1 + t)c−a−1e−ztτ dt. (2)

Розглянемо основнi властивостi (τ, β)-узагальненої конфлюентної гiпергеометричної
функцiї Ψτ,β(a; c; z), подамо деякi її застосування.

Теорема 1 (про зображення функцiї Ψτ,β(a; c; z) рядом). Якщо виконуються умови
Re a > Re(c − 1) > 0, τ , β ∈ R, τ > 0, τ − β < 1, a, c ∈ C, то справедлива формула

Ψτ,β(a; c; z) =
1

Γ(a)Γ(a − c + 1)

∞∑

n=0

Γ(a + nβ)Γ(1 − c − nτ)
(−1)n

n!
zn. (3)

Доведення. Використовуючи зображення функцiї Фокса–Райта [3], умови iснування iн-
теграла (1), можливiсть перестановки операцiй iнтегрування та пiдсумовування, виконаємо
перетворення

Ψτ,β(a; c; z) =
1

Γ(a)

∞∑

n=0

Γ(a + nβ)

(a + nτ)

(−1)n

n!
zn

1∫

0

(
u

1−u

)a−1( 1

1−u

)c−a−1( u

1−u

)nτ du

(1−u)2
=

=
1

Γ(a)

∞∑

n=0

Γ(a + nβ)

Γ(a + nτ)

(−1)n

n!
zn

1∫

0

ua+nτ−1(1 − u)1−c−nτ−1du =

=
1

Γ(a)

∞∑

n=0

Γ(a + nβ)

Γ(a + nτ)

(−1)n

n!
znB(a + nτ, 1 − c − nτ),

де B(a + nτ, 1 − c − nτ) — бета-функцiя [1]. Отже, формула (3) доведена.
Зауважимо, що Ψτ,β(a; c; z) можна подати i у виглядi

Ψτ,β(a; c; z) =
1

Γ(a)

∞∫

0

ta−1(1 + t)c−a−1
1Ψ1

[
(1 − c,−τ)

(1 − c,−β)

∣∣∣∣∣−ztβ

]
dt. (4)

Лема 1 (основнi диференцiальнi спiввiдношення для Ψτ,β(a; c; z)). При виконаннi умов
iснування (τ, β)-узагальненої конфлюентної гiпергеометричної функцiї Ψτ,β(a; c; z) спра-
ведливi такi диференцiальнi спiввiдношення:

d

dz
Ψτ,β(a; c; z) = −

Γ(a + β)Γ(a + β − c − τ + 1)

Γ(a)Γ(a − c + 1)
Ψτ,β(a + β; c + τ ; z), (5)
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dn

dzn
Ψτ,β(a; c; z) = (−1)n

Γ(a + nβ)Γ(a + nβ − c − nτ + 1)

Γ(a)Γ(a − c + 1)
Ψτ,β(a + nβ; c + nτ ; z), (6)

d

dz
(zaΨτ,β(a; c; zβ)) = a(a − c + 1)za−1Ψτ,β(a + 1; c; zβ), (7)

d

dz
(z1−cΨτ,β(a; c; z−τ )) = (a − c + 1)z−cΨτ,β(a; c − 1; z−τ ). (8)

Лема 2 (основнi iнтегральнi спiввiдношення для Ψτ,β(a; c; z)). При виконаннi умов iсну-
вання (τ, β)-узагальненої конфлюентної гiпергеометричної функцiї Ψτ,β(a; c; z) справедливi
такi iнтегральнi спiввiдношення:

z∫

0

ta−2Ψτ,β(a; c; tβ) dt =
za−1

(a − 1)(a − c)
Ψτ,β(a − 1; c; zβ), a > 1, a 6= c, (9)

z∫

0

t−c−1Ψτ,β(a; c; t−τ ) dt =
z−c

(a − c)
Ψτ,β(a; c + 1; z−τ ), a 6= c, (10)

∞∫

z

(t − z)τ−1tc−τ−1Ψτ,β(a; c − τ ; tτ ) dt = B(τ, a − c + 1)zc−1Ψτ,β(a; c; zτ ), (11)

1∫

0

(1 − t)a+c−1t−c−1Ψτ,β(a; c; zτ+β(1 − t)β) dt =
Γ(−c)Γ(a + c)

Γ(a − c + 1)
Ψτ,β(a + c; c; zτ+β), (12)

c < 0, a > 1 − c,

1∫

0

ta−1(1 − t)−a−cΨτ,β(a; c; zτ+β(1 − t)−τ ) dt = B(a, 1 − c)Ψτ,β(a; a + c; zτ+β), (13)

z∫

0

(z − t)α−1ta−α−1Ψτ,β(a; c; tβ) dt =

=
za−1Γ(α)Γ(a−α)Γ(a−α−c + 1)

Γ(a)Γ(a − c + 1)
Ψτ,β(a − α; c; zβ), a > α > 0; a > 1−c, (14)

z∫

0

(z − t)α−1t−c−αΨτ,β(a; c; t−τ ) dt = B(a − c − α + 1, α)z−cΨτ,β(a; c + α; z−τ ). (15)

Доведення лем легко випливає з означення функцiї Ψτ,β (формула (1)), теореми 1, закон-
ностi перестановки операцiй iнтегрування i пiдсумовування, деяких простих перетворень.
Наприклад, доведемо (14).

z∫

0

(z − t)α−1ta−α−1Ψτ,β(a; c; tβ) dt =

z∫

0

(z − t)α−1ta−α−1 ×
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×

(
∞∑

n=0

Γ(a + nβ)Γ(1 − c − nτ)

Γ(a)Γ(a − c + 1)

(−1)n

n!
tβn

)
dt =

=
1

Γ(a)Γ(a − c + 1)

∞∑

n=0

Γ(a + nβ)Γ(1 − c − nτ)
(−1)n

n!

Γ(a − α + nβ)Γ(α)

Γ(a + nβ)
za+nβ−1 =

=
Γ(α)Γ(a − α)Γ(a − α − c + 1)

Γ(a)Γ(a − c + 1)
za−1Ψτ,β(a − α; c; zβ).

Лема 3 (про деякi функцiональнi спiввiдношення.) При умовах iснування (τ, β)-уза-
гальненої конфлюентної гiпергеометричної функцiї Ψτ,β(a; c; z) справедливi такi спiввiд-
ношення:

Ψτ,β(a; c;λx) =
1

Γ(a)Γ(a−c+1)

∞∑

n=0

Γ(a + nβ)Γ(a + nβ − c − nτ + 1)(1−λ)n
xn

n!
×

× Ψτ,β(a + nβ; c + nτ ;x), (16)

Ψτ,β(a; c;x + y) =
1

Γ(a)Γ(a−c+1)

∞∑

n=0

Γ(a+nβ)Γ(a+nβ−c−nτ + 1)
(−1)n

n!
yn ×

× Ψτ,β(a + nβ; c + nτ ;x), (17)

Γ(a + 1)Γ(a − c + 2)Ψτ,β(a + 1; c; z) − Γ(a + 1)Γ(a − c + 1)Ψτ,β(a; c; z) =

= zβΓ(a + β)Γ(a + β − c − τ + 1)Ψτ,β(a + β; c + τ ; z). (18)

Зауважимо, що спiввiдношення (16) i (17) можна назвати вiдповiдно теоремою множення
i теоремою додавання для випадку функцiї Ψτ,β(a; c;x). При β = τ = 1 матимемо вiдповiднi
формули для класичної функцiї Ψ(a; c;x) [1].

Доведення формул (16), (17) здiйснюється легко, якщо врахувати означення функцiї
Ψτ,β(a; c;x) (1), теорему 1, вiдповiднi формули диференцiювання.

Справедливiсть формули (18) перевiряємо, прирiвнюючи коефiцiєнти при zn у лiвiй та
правiй частинах (18).

2. Розглянемо деякi застосування функцiї Ψτ,β(a; c; z), зокрема, до узагальнення Γ-функ-
цiї, функцiї Лагерра.

У [9, 11] було запроваджено τ -узагальнену Γ-функцiю, в [10] — узагальнену ζ-функцiю
за допомогою функцiї Ψτ,β(a; c; z).

Запровадимо (τ, β)-узaгaльнену Γ-функцiю за допомогою Ψτ,β(a; c; z) у такiй формi:

τ,βΓc
a(α; γ;ω; b) ≡ Γ̃(α) =

∞∫

0

tα−1e−tωΨτ,β(a; c;−bt−γ) dt, (19)

де Re α > 0, Re c > Re a > 0, τ , β ∈ R, τ > 0, τ − β < 1, b > 0, γ > 1, ω > 0, Ψτ,β —
функцiя (1).

Зображення функцiї τ,βΓc
a(α; γ;ω; b) рядом матиме вигляд

τ,βΓc
a(α; γ;ω; b) =

1

ωΓ(a)Γ(a − c + 1)

∞∑

n=0

Γ(a + nβ)Γ(1 − c − nτ)
(−b)n

n!
Γ

(
α − γn

ω

)
. (20)
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Для τ,βΓc
a — функцiї справедлива

Теорема 2. При умовах iснування функцiї τ,βΓc
a(α; γ;ω; b) та α > γ справедливе таке

рекурентне спiввiдношення для функцiї Γ̃(α) = τ,βΓc
a(α; γ;ω; b):

Γ̃(α) =
ω

α
Γ̃(α + ω) +

Abγ

α
Γ̃c+τ

α+β(α − γ), (21)

де

A =
Γ(a + β)Γ(a + β − c − τ + 1)

Γ(a)Γ(a − c + 1)
.

Доведення. Застосувавши перетворення Меллiна

M{f(t);α}

до функцiї

f(t) = e−tωΨτ,β(a; c;−bt−γ)

та її похiдної, одержимо (21).
(τ, β)-узагальнену функцiю Лагерра можна запровадити у такiй формi:

τ,βLα
ν (z) =

sin πν

π

1∫

0

t−ν−1(1 − t)α+ν
1Ψ1

[
(α + 1, τ)

(α + 1, β)

∣∣∣∣∣ztτ

]
dt, (22)

де Reα > −1, Re(α + ν) > −1/α, ν — нецiле, τ , β ∈ R, τ > 0, β > 0, 1Ψ1 — функцiя
Фокса–Райта. Частинний випадок цiєї функцiї див. у [12]. Подамо ще кiлька iлюстративних
прикладiв на застосування функцiї Ψτ,β(a; c; z).

Перетворення Лапласа:

∞∫

0

e−ptta−1Ψτ,β(a; c; tγ) dt =

H3,1
1,3

[
(1, 1)

(a, β), (1 − c,−τ), (a, γ)

∣∣∣∣∣p
γ

]

paΓ(a)Γ(a − c + 1)
,

де H3,1
1,3 [. . .] — функцiя Фокса [3];

∞∫

0

e−sttc−1Ψτ,β(a; c;−tτ ) dt = 1F
β
0
(a; (−s)−τ )Γ−1(a − c + 1)(−s)−c,

де 1F
β
0

— узагальнена (за Райтом) вироджена гiпергеометрична функцiя [3].
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Локально узагальнено радикальнi групи

з обмеженнями на деякi ранги

(Представлено академiком НАН України В.В. Пилипенком)

A group G is said to be generalized radical if G has an ascending series of normal subroups

whose factors are locally nilpotent or locally finite. Classes of locally generalized radical groups

with finite Hirsch–Zajcev rank have been studied, and the relation of Hirsch–Zajcev rank to the

other ranks is given.

Група G має скiнченний спецiальний ранг r(G) = r, якщо кожна її скiнченно породжена
пiдгрупа може бути породжена не бiльше нiж r елементами i r є найменшим числом з цiєю
властивiстю. Це поняття було введено для довiльних груп А. I. Мальцевим [1], а для абе-
левих груп — X. Прюфером. Тому цей ранг називають також рангом Мальцева–Прюфера.
Вивчення груп скiнченного спецiального рангу, а також iнших рангiв групи (вони також
будуть розглядатись у цiй роботi) є важливою частиною теорiї нескiнченних груп. Одними
з найбiльш загальних результатiв для радикальних груп є результати Р. Бера та Г. Хай-
некена [2], якi довели, наприклад, що радикальна група, усi абелевi пiдгрупи якої мають
скiнченний спецiальний ранг, сама має скiнченний спецiальний ранг. Приклад, що був побу-
дований Ю. I. Мерзляковим [3] свiдчить про те, що цей результат не може бути розширений
на довiльнi локально розв’язнi групи. Разом з тим Ю. I. Мерзляков довiв [4], що якщо спе-
цiальнi ранги абелевих пiдгруп локально розв’язної групи обмеженi в сукупностi, то сама
група має скiнченний спецiальний ранг.

Будемо говорити, що група G має скiнченний ранг Хiрша–Зайцева rhz(G) = r, якщо G
має субнормальну систему, цiлком впорядковану за зростанням, в якiй точно r факторiв
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