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Неравенства для внутренних радиусов неналегающих

областей

This article is devoted to solving the new extremal problems on non-overlapping domains with

free poles on rays and to the generalization of some results known before.

Работа посвящена решению новых экстремальных задач о неналегающих областях со сво-
бодными полюсами на лучах. Возникновение данного направления геометрической теории
функций комплексного переменного связано с классической работой М.А. Лаврентьева [1],
в которой была решена задача о произведении конформных радиусов двух взаимно непе-
ресекающихся областей. Эта задача вызвала интерес целой плеяды математиков и сейчас
задачи о неналегающих областях составляют активно развивающееся направление (см., на-
пример, [1–9]).

Сформулируем основные результаты работы. Пусть N, R — множества, соответствен-
но, натуральных и вещественных чисел, R

+ = (0,∞), C — плоскость комплексных чисел,
C = C

⋃
{∞} — ее одноточечная компактификация. Обозначим через r(B, a) внутренний

радиус области B ⊂ C относительно точки a ∈ B (см., например, [2–4]), а через cap E —
логарифмическую емкость множества E (см., например, [2–4]), χ(t) := (1/2)(t + t−1).

Пусть n, m ∈ N. В плоскости C рассмотрим (n,m)-лучевую систему точек An,m = {ak,p},
k = 1, n, p = 1,m, такую, что 0 < |ak,1| < |ak,2| < · · · < |ak,m| < ∞; arg ak,1 = arg ak,2 =
= · · · = arg ak,m := θk; 0 = θ1 < θ2 < · · · < θn < θn+1 = 2π. Для каждой (n,m)-лучевой
системы точек определим набор величин αk := (1/π)(θk+1 − θk) при k = 1, n (αn+1 := α1,
α0 := αn). (n,m)-Лучевую систему точек An,m будем называть равнолучевой, если при
каждом k = 1, n αk = 2/n. Определим набор областей Λk := {w ∈ C\{0} : θk < arg w < θk+1}
для всех k = 1, n. Ясно, что равнолучевой системе точек An,m соответствует набор областей
Λ0

k := {w ∈ C \ {0} : (2π/n)(k − 1) < arg w < (2π/n)k}, k = 1, n.
Для произвольной (n,m)-лучевой системы точек An,m такой, что m = 2s − 1 (s ∈ N),

рассмотрим “управляющие” функционалы

M (1)(An,m) :=

n∏

k=1

s∏

p=1

[
χ
(
|ak,2p−1|

1/αk

)
χ
(
|ak,2p−1|

1/αk−1

)]1/2
|ak,2p−1|,
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M (2)(An,m) :=
n∏

k=1

s−1∏

p=1

[
χ
(
|ak,2p|

1/αk

)
χ
(
|ak,2p|

1/αk−1

)]1/2
|ak,2p|.

Пусть ζk(w) — однозначная ветвь функции ζ(w) = −i(e−iθkw)1/αk , которая реализует
однолистное конформное отображение области Λk на полуплоскость Re ζ > 0. Тогда функ-

ция ηk(w) :=
1 − ζk(w)

1 + ζk(w)
однолистно и конформно отображает Λk на единичный круг, причем

ηk(ak,p) =: γ
(1)
k,p, ηk(ak+1,p) =: γ

(2)
k,p, γ

(2)
0,p := γ(2)

n,p, ηk(0) =: 1, ηk(∞) =: −1 (k = 1, n, p = 1,m).
Пусть {Bk}

n
k=1 — система взаимно непересекающихся областей. Область, полученную

выбрасыванием из C всех существенных компонент связности множества C \Bk будем обо-
значать B̃k. Ясно, что Bk ⊂ B̃k при всех k = 1, 2, . . . , n и {B̃k}

n
k=1 — система конечно

связных взаимно непересекающихся областей без изолированных граничных точек. Пере-
ход от {Bk}

n
k=1 к {B̃k}

n
k=1 называется операцией заполнения несущественных граничных

компонент (см., например, [9, 10]).
Далее в работе будем рассматривать только равнолучевые системы точек. Пусть α1,

α2 ∈ R
+ и пусть точки 1, i, −1, −i и области G0

1, G0
2, G0

3, G0
4 являются, соответственно,

полюсами и круговыми областями квадратичного дифференциала

Q1(w)dw2 =
(α2 − α1)w

4 − 2(α2 + α1)w
2 + (α2 − α1)

(w4 − 1)2
dw2. (1)

Во введенных выше обозначениях справедлива следующая
Теорема. Пусть n, m, s ∈ N, n > 3, m = 2s−1, α, β ∈ R

+. Тогда для любой (n,m)-рав-
нолучевой системы точек An,m = {ak,p} и для произвольного набора взаимно непересека-
ющихся областей B0, Bk,p, B∞ таких, что 0 ∈ B0, ak,p ∈ Bk,p, ∞ ∈ B∞, справедливо
неравенство

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]n
2α/4

n∏

k=1

s−1∏

p=1

rβ(Bk,2p−1, ak,2p−1)r
α(Bk,2p, ak,2p)r

β(Bk,m, ak,m) 6

6

(n

4

)nα
(

2

n(m + 1)

)((m+1)/2)n(α+β)

[M (1)(An,m)]β [M (2)(An,m)]α ×

× [rα(G0
1, 1)r

β(G0
2, i)r

α(G0
3,−1)rβ(G0

4,−i)]n(m+1)/4, (2)

знак равенства в котором достигается в том и только в том случае, когда точки 0, ak,p,

∞ и области B̃0, B̃k,p, B̃∞ являются, соответственно, полюсами и круговыми областями
квадратичного дифференциала

Q(w)dw2 = wn−2(1 + wn)m−1 ×

×
(β − α)((1 − iwn/2)2m+2 + (1 + iwn/2)2m+2) − 2(β + α)(1 + wn)m+1

[(1 − iwn/2)2m+2 − (1 + iwn/2)2m+2]2
dw2 (3)

и cap B̃0 \ B0 = 0, cap B̃k,p \ Bk,p = 0, cap B̃∞ \ B∞ = 0 (k = 1, n, p = 1,m).
Эта задача является обобщением некоторых результатов работы [6].
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Доказательство базируется на применении кусочно-разделяющего преобразования,
предложенного В.Н. Дубининым [4], и следует схеме, предложенной в работах [4–9]. Се-
мейство функций ηk(w) является допустимым для кусочно-разделяющего преобразования
областей Bk,p относительно семейства углов Λ0

k (k = 1, n, p = 1,m). Для произвольного мно-
жества B ⊂ C обозначим B∗ := {w ∈ C : 1/w ∈ B}. Аналогично работам [6, 8, 9], получаем
асимптотические равенства

r(Bk,p, ak,p) 6





r(Γ
(1)
k,p, γ

(1)
k,p)r(Γ

(2)
k,p, γ

(2)
k,p)[

2

n
χ(|ak,p|n/2)|ak,p|

]
−2





1/2

, k = 1, n, p = 1,m; (4)

r(B0, 0) 6

n∏

k=1

(
1

2
r(Γ

(k)
0 , 1)

)2/n2

, r(B∞,∞) 6

n∏

k=1

(
1

2
r(Γ(k)

∞
,−1)

)2/n2

, (5)

где область Γ
(1)
k,p обозначает связную компоненту множества ηk(Bk,p

⋂
Λ

0
k)

⋃
(ηk(Bk,p

⋂
Λ

0
k))

∗,

содержащую точку γ
(1)
k,p; а Γ

(2)
k,p — связную компоненту множества ηk(Bk,p

⋂
Λ

0
k−1)

⋃
⋃

(ηk(Bk,p

⋂
Λ

0
k−1))

∗, содержащую точку γ
(2)
k,p (k = 1, n, p = 1,m). Аналогично Γ

(k)
0 обознача-

ет связную компоненту множества ηk(B0
⋂

Λ
0
k)

⋃
(ηk(B0

⋂
Λ

0
k))

∗, содержащую точку γ = 1;

а Γ(k)
∞

— связную компоненту множества ηk(B∞

⋂
Λ

0
k)

⋃
(ηk(B∞

⋂
Λ

0
k))

∗, содержащую точку
γ = −1 (k = 1, n).

Из неравенств (4), (5) следует выражение

[r(B0, 0)r(B∞,∞)]n
2α/4

n∏

k=1

s−1∏

p=1

rβ(Bk,2p−1, ak,2p−1)r
α(Bk,2p, ak,2p)r

β(Bk,m, ak,m) 6

6

(
n

4

)nα(
2

n

)ns(α+β)

[M (1)(An,m)]β [M (2)(An,m)]α ×

×

n∏

k=1

[
rα(Γ

(k)
0 , 1)rα(Γ(k)

∞
,−1)

s−1∏

p=1

rβ(Γ
(1)
k,2p−1, γ

(1)
k,2p−1)r

α(Γ
(1)
k,2p, γ

(1)
k,2p) ×

× rβ(Γ
(1)
k,m, γ

(1)
k,m)rβ(Γ

(2)
k,2p−1, γ

(2)
k,2p−1)r

α(Γ
(2)
k,2p, γ

(2)
k,2p)r

β(Γ
(2)
k,m, γ

(2)
k,m)

]1/2

. (6)

Из способа построения областей Γ
(q)
k,p, Γ

(k)
0 , Γ(k)

∞
и соответствующих точек γ

(q)
k,p, 1, −1 следует,

что для каждого k0, k0 = 1, 2, . . . , n указанные области взаимно не пересекаются при всех
k = 1, n, p = 1,m и q = 1, 2, а точки образуют систему (2m + 2) точек на единичной
окружности. Отсюда, с учетом теоремы 2 из работы [6], получаем

rα(Γ
(k)
0 , 1)rα(Γ(k)

∞
,−1)

s−1∏

p=1

rβ(Γ
(1)
k,2p−1, γ

(1)
k,2p−1)r

α(Γ
(1)
k,2p, γ

(1)
k,2p)r

β(Γ
(1)
k,m, γ

(1)
k,m) ×

× rβ(Γ
(2)
k,2p−1, γ

(2)
k,2p−1)r

α(Γ
(2)
k,2p, γ

(2)
k,2p)r

β(Γ
(2)
k,m, γ

(2)
k,m) 6
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6

(
1

m + 1

)(m+1)(α+β)

[rα(G0
1, 1)r

β(G0
2, i)r

α(G0
3,−1)rβ(G0

4,−i)](m+1)/2,

которое, в свою очередь, с учетом неравенства (6), приводит к окончательному неравен-
ству (2). Утверждение о знаке равенства проверяется непосредственно. Теорема доказана.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Государственной программы Украи-

ны № 0107U002027.
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