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Formalization of the Edmonds-Karp algorithm is made using a mathematical apparatus of

modified systems of algorithmic algebras, and its sequential scheme is constructed. An approach

to paralleling the sequential scheme is suggested, and, as a result, several parallel schemes are

obtained. An analysis of the results of scheme modeling is performed by using process-oriented

and thread-oriented paradigms.

Група з розвитку Internet IRTF (Internet Research Task Force), яка координує довгостроковi
дослiдницькi проекти за стеком протоколiв TCP/IP, займається створенням нових про-
токолiв та пошуком нових, перспективних методiв розв’язання задачi маршрутизацiї для
подолання iснуючих недолiкiв на якiсно новому рiвнi.

Алгоритм Едмондса–Карпа [1, 2] розглядається як альтернативний варiант застосуван-
ня в перспективних протоколах маршрутизацiї [3, 4]. Iснує багато архiтектур, що можуть
забезпечити пiдвищення швидкодiї цього алгоритму, i важливим класом серед них є па-
ралельнi. У зв’язку з цим далi викладено застосування математичного апарату модифi-
кованих систем алгоритмiчних алгебр В.М. Глушкова (САА-М) з метою створення схем
паралельних версiй алгоритму Едмондса–Карпа.

Метою роботи є отримання спектра паралельних регулярних САА-М-схем алгоритму та
їх моделювання для аналiзу методiв пiдвищення швидкодiї паралельного алгоритму.

Формування схеми паралельного алгоритму Едмондса–Карпа.

Використовуються такi позначення: G = G(V,E) — орiєнтований зважений граф (гра-
фоїд); V = V (G) — множина вершин графа (|V | = n); E = E(G) — множина його ребер
(|E| = m); s(source) — виток; t(target) — сток (s 6= t); c = c(e) — пропускна здатнiсть
ребра e; f = f(e) — потiк через ребро e (e ∈ E); f0 — повний потiк в графi G.

Визначимо базовi початковi умови i структури даних:
алгоритм використовує:
1) двi матрицi n×n, що характеризують мережу, — матрицю сумiжностей (мiстить ваги

ребер) i матрицю потокiв (мiстить потоки через всi ребра);
2) масив, який мiстить всi вершини графа;
3) FIFO чергу;
вершини пронумерованi вiд 0 до n − 1 в довiльному порядку;
кожна вершина графа окрiм свого номера має ще двi властивостi: dad (мiстить номер

вузла, з якого було досягнуто цю вершину) та vstd (visited, в класичному алгоритмi пошуку
в ширину вона може набувати лише два значення: true або false; надалi її тип буде змiнено);

звернення до властивостей вiдбувається так само, як до полiв структур у мовах про-
грамування; якщо iм’я вершини використовується без вказування властивостi, мається на
увазi її номер.
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У найстислiшому виглядi алгоритм Едмондса–Карпа можна подати у виглядi такої ре-
гулярної САА-схеми:

Edmonds-Karp = {
α(BFS)

Update}, (1)

де предикат α(BFS) набуває значення iстина, якщо в результатi пошуку у залишковiй
мережi не знайдено шляху iз s в t; Update — включає в себе необхiднi модифiкацiї в матрицi
потокiв i в повному потоцi f0 i може бути поданий схемою

Update = (f0 := f0 + t.vstd) ∗ (v := t) {
[v=s]

(d := v.dad) ∗

∗ (f(d, v) := f(d, v) + t.vstd) ∗ (f(v, d) := f(v, d) − t.vstd) ∗ (v := d)}. (2)

Вiдмiнною i ключовою частиною алгоритму є пошук шляху (BFS) [5], послiдовний ал-
горитм якого можна подати регулярною iнтерпретованою САА-схемою:

BFS0.1 = (Q := {s}) ∗ Reset_visited1 ∗ {
[Q=∅]∨[t.vstd]

(v := 0) ∗ {
[v>n]

[(q, v) ∈ E(G)] ∧

∧ [v.vstd] ∧ [c(q, v) > f(q, v)](Include(Q, v) ∨ ∅) ∗ inc(v)} ∗ Exclude(Q, q)}, (3)

де Q — черга; ∅ позначає порожню множину, а q завжди вказує на її голову черги; Reset_vi-
sited1 — присвоює значення false властивостi vstd всiх вершин, окрiм s, якiй надається
значення true; Œ — позначає тотожний оператор; c(q, v) — вага ребра (q, v); f(q, v) — потiк
через вiдповiдне ребро;

Include(Q, v) — додає в кiнець черги Q вершину з номером v, а також позначає її як
visited(v.vstd := true) i запам’ятовує, що її було досягнуто з вершини q(v.dad := q);

Exclude(Q, q) — вилучає з голови черги вершину.
З урахуванням особливостi алгоритму Едмондса-Карпа пропонується модифiкувати ал-

горитм “пошуку в ширину” таким чином:

BFS0.2 = (Q := {s}) ∗ Reset_visited2 ∗ {
[Q=∅]∨[t.vstd>0]

(v := 0) ∗

∗ {
[v>n]

([(q, v) ∈ E(G)] ∧ [v.vstd = 0] ∧ [c(q, v) > f(q, v)]Include2(Q, v) ∨

∨ ∅) ∗ inc(v)} ∗ Exclude(Q, q)}, (4)

де Reset_visited2 — присвоює значення 0 властивостi vstd всiх вершин, окрiм s, якiй на-
дається максимально можливе значення;

Include2(Q, v) — додає в кiнець черги Q вершину v, а також модифiкує її властивостi:
v.vstd := min(q.vstd, c(q, v) − f(q, v)), v.dad := q.

Обгрунтування змiн очевидне: тепер пiсля знаходження шляху ми одразу маємо мак-
симальне значення, на яке можна збiльшити потiк, — воно збережене у властивостi visited

стоку (t.vstd).
Критичним мiсцем алгоритму є пошук шляху, де маємо найбiльшу iтерацiйну вкладе-

нiсть, тому увагу зосереджено на оптимiзацiї саме цiєї частини. Пропонується керуватися
iдеєю “паралелiзму за даними”, щоб розпаралелити BFS. Для цього необхiдно розбити данi
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Рис. 1

на неперетиннi пiдмножини, якi будуть оброблятися асинхронно [6]. Розiб’ємо внутрiшнiй
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, i множини вершин V (G) вiдповiдно на Vl та Vr (рис. 1). Але ще залишається

черга Q, яку повиннi модифiкувати обидва цикли. Очевидно, щоб уникнути одночасного
доступу до черги (що може призвести до невизначеностi пiд час роботи алгоритму), не-
обхiдно синхронiзувати доступ до неї. Для цього в САА-М iснують вiдповiднi засоби —
синхронiзатори [6], якi являють собою α-iтерацiю S(α) {

α

∅}, де α — логiчна функцiя, яка

залежить вiд умов синхронiзацiї:

BFS1.1 = (Q := {s}) ∗ Reset_visited2 ∗ (αl := true) ∗ (αr := true) ∗

∗ {
αl∧αr∨[t.vstd>0]

S(αl) ∗ searchl1 ∗ lock ∗ nextql ∗ [ql = ×]((αl := false) ∨ ∅) ∗

∗ unlockS(αr) ∗ searchr1 ∗ lock ∗ nextqr ∗ [qr =×]((αr := false) ∨ ∅) ∗ unlock}. (5)

Тут ql, qr — локальнi в кожному процесi змiннi, якi мiстять елемент черги, що обробляється
у вiдповiдному потоцi (спочатку ql = qr = s); операцiї nextql, nextqr присвоюють змiнним ql,
qr наступнi елементи з черги; якщо наступного елементу немає, то присвоюється значен-
ня ×. Операцiї searchl1 та searchr1 можна подати такими схемами:

searchl1 = (vl := 0) ∗ {
vlinVl

([(ql, vl) ∈ ∅l] ∧ [vl.vstd = 0] ∧

∧[c(ql, vl) > f(ql, vl)](lock ∗ Include(Q, vl) ∗ (αr := true) ∗ unlock) ∗ inc(vl)}; (6а)

searchr1 =

(

vr :=

]

n

2

])

∗ {
vrinVr

([(qr, vr) ∈ ∅r] ∧ [vr.vstd = 0] ∧

∧[c(qr, vr)>f(qr, vr)](lock ∗ Include(Q, vr) ∗ (αl := true) ∗ unlock) ∗ inc(vr)}. (6б)

Операцiї lock та unlock реалiзують взаємовиключення при роботi з критичною секцiєю [7],
якою є черга. Але таке розпаралелювання далося великою цiною: в тiлi найглибшого циклу

48 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2008, №10



(по vl та, вiдповiдно, по vr) збiльшилася кiлькiсть операцiй — додалися операцiї синхронiза-
цiї при доступi до черги i операцiя повiдомлення iншому процесу про появу в черзi нового
елемента (αl,r := true). Наступним кроком бажано було б винести всi манiпуляцiї з чергою
поза цей цикл:

BFS1.2 = (Q := {s}) ∗ Reset_visited2 ∗ (αl := true) ∗ (αr := true) ∗

∗ {
αl∧αr∨t.[vstd>0]

S(αl) ∗ searchl2 ∗ lock ∗ [Ql 6= ∅]((Q := Q + Ql) ∗ nextql ∗

∗ (αr := true) ∨ nextql ∗ [ql = ×]((αl := false) ∨ ∅)) ∗ unlock

•

∨

S(αr) ∗ searchr2 ∗ lock ∗ [Qr 6= ∅]((Q := Q + Qr)∗

∗ nextqr ∗ (αl := true) ∨ nextqr ∗ [qr = ×]((αr := false) ∨ ∅)) ∗ unlock}.

(7)

Замiсть операцiй searchl1 та searchr1 довелося використати їх модифiкованi варiанти вiд-
повiдно searchl2 та searchr2:

searchl2 = (Ql := ∅) ∗ (vl := 0) ∗ {
vlinVl

([(ql, vl) ∈ El] ∧ [vl.vstd = 0] ∧

∧ [c(ql, vl) > f(ql, vl)](Include(Ql, vl) ∨ ∅) ∗ inc(vl)} (8а)

searchr2 = (Qr := ∅) ∗ (vr := 0) ∗ {
vrinVr

([(qr, vr) ∈ Er] ∧ [vr.vstd = 0] ∧

∧ [c(qr, vr) > f(qr, vr)](Include(Qr , vr) ∨ ∅) ∗ inc(vr)}. (8б)

Цi змiни направленi на розвантаження найглибшого циклу i, як результат, значне зменшен-
ня кiлькостi iнструкцiй процесора при моделюваннi схеми.

Аналiзуючи запропонований пiдхiд, можна прийти до висновку, що принципово нiщо не
заважає зробити бiльшу кiлькiсть паралельних ланок роботи алгоритму. Для цього необхiд-
но, по-перше, розбити данi на необхiдну кiлькiсть неперетинних пiдмножин (що вiдповiдає
розбиттю циклу по v в схемi (4)), по-друге — забезпечити належну синхронiзацiю ланок.
Якщо взяти кiлькiсть ланок p (p > 1), то першу вимогу можна задовольнити, розбивши

цикл по v на iнтервали vi ∈

[ ]

n ∗ i

p

]

,

]

n ∗ (i + 1)

p

]

− 1

]

, де (i ∈ [0, p − 1]). Для нормаль-

ної синхронiзацiї досить при додаваннi в чергу нових вершин повiдомляти про це всi iншi
процеси (рис. 2). Введемо тепер бiльш зручнi короткi позначення, щоб перейти до неiнтер-
претованої унiверсальної паралельної регулярної схеми:

A
def
= (Q := {s}) ∗ Reset_visited2,

B
def
= fork := 0top − 1doαk := true (сповiщаємо всiх), (9)

L
def
= lock,

U
def
= unlock,

Ci
def
= Include(Q,Qi),
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Рис. 2

Di
def
= nextqi,

R(αi)
def
= (αi := false),

β
def
=

p−1
∏

k:=0

αk,

τ
def
= [t.vstd > 0],

γi
def
= [Qi 6= ∅],

φi
def
= [qi = ×],

Gi
def
= (Qi := ∅) ∗

(

vi :=

]

n ∗ i

p

])

,

χi
def
=

[

vi >

]

n ∗ (i + 1)

p

]]

,

ϕi
def
= [(qi, vi) ∈ Ei] ∧ [vi.vstd = 0] ∧ [c(qi, vi) > f(qi, vi)],

Ii
def
= Include(Qi, vi),

Hi
def
= inc(vi),

P
def
= Update.

Отже, друга вимога задовольняється операцiєю (9). З використанням скорочених позна-
чень можна записати паралельну схему для довiльної кiлькостi процесiв p:
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Edmonds-Karp1.4 = {A ∗ B ∗ {
β∨τ

S(α0) ∗ G0 {
χ0

[ϕ0](I0 ∨Œ) ∗ H0} ∗

∗ L ∗ [γ0](C0 ∗ D0 ∗ B(α0) ∨ D0 ∗ [φ0](R(α0) ∨Œ)) ∗ U

•

∨ . . .
•

∨

S(αi) ∗ Gi ∗ {
χi

[φi](Ii ∨ Œ) ∗ Hi} ∗ L ∗ [γi](Ci ∗ Di ∗ B ∨ Di ∗ [φi](R(αi) ∨ Œ)) ∗ U

•

∨ . . .
•

∨

S(αp−1) ∗ Gp−1 ∗ {
χp−1

[ϕp−1](Ip−1 ∨ Œ) ∗ Hp−1} ∗

∗ L ∗ [γp−1](Cp−1 ∗ Dp−1 ∗ B ∨ Dp−1 ∗ [φp−1](R(αp−1) ∨ Œ)) ∗ U}P.

(10)

Спiввiдношення (10) було використано як основну схему для моделювання паралельно-
го алгоритму Едмондса–Карпа. Програмну реалiзацiю схеми виконано мовою С пiд опера-
цiйною системою RedHat Linux з використанням парадигм процесiв i потокiв [7]. Оскiльки
i потоки, i процеси передбачають роботу на машинах iз спiльною пам’яттю, то моделювання
проводилося на двопроцесорних нодах кластера Київського нацiонального унiверситету [8].
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