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Про один клас iнтегро-диференцiальних операторних

рiвнянь вiдносно узагальненого диференцiювання

Гельфонда–Леонтьєва

(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.Л. Горбачуком)

We describe solutions of a class of integro-differential operator equations which contain the

generalized differentiation and integration. An analog of Delsartes–Lions’s formula for the

representation of solutions of such equations is obtained.

Нехай G — довiльна область комплексної площини. Через H(G) позначимо простiр усiх
аналiтичних у G функцiй, що надiлений топологiєю компактної збiжностi [1], а символом
L(H(G)) — множину всiх лiнiйних неперервних операторiв, що дiють у просторi H(G).
Нехай D — оператор диференцiювання, а у випадку, коли область G є зiрковою вiднос-
но початку координат, через J позначимо оператор iнтегрування, який дiє за правилом

(J f)(z) =
z∫
0

f(t) dt. У класичнiй працi Ж. Дельсарта i Ж.Л. Лiонса [2] у класi L(H(C))

дослiджувалося операторне рiвняння

DnT = TDn, (1)

де n — фiксоване натуральне число. Зокрема, у [2] стверджувалося, що загальний розв’язок
рiвняння (1) можна подати у виглядi

T =
n−1∑

k=0

TkP
k, (2)
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де P — лiнiйний неперервний оператор, що дiє в просторi цiлих функцiй за правилом
(Pf)(z) = f(ωz), ω = exp(2πi/n), а кожен з операторiв Tk, k = 0, n − 1, лiнiйно та не-
перервно дiє в просторi цiлих функцiй i є переставним з оператором D. М. I. Нагнибiда
встановив [3], що формулою (2) описується деяка пiдмножина розв’язкiв рiвняння (1),
а також знайшов матричним методом усi розв’язки цього рiвняння в класi L(H(G)), де
G = {z ∈ C : |z| < R}, 0 < R 6 ∞.

Нехай (αn)∞n=0 — послiдовнiсть комплексних чисел, якi збiгаються з тейлорiвськими ко-
ефiцiєнтами деякої цiлої функцiї скiнченного порядку. Тодi за певних умов на послiдовнiсть
(αn)∞n=0 формулами

(Dαf)(z) =
∞∑

n=1

f (n)(0)

n!

αn−1

αn
zn−1, (Jαf)(z) =

∞∑

n=0

f (n)(0)

n!

αn+1

αn
zn+1

визначаються оператори узагальненого диференцiювання Dα та узагальненого iнтегруван-
ня Jα, якi лiнiйно та неперервно дiють у просторi цiлих функцiй [4, 5]. У [6–8] вивчалися
умови на послiдовнiсть (αn)∞n=0, за яких оператор Dα можна продовжити до оператора,
який лiнiйно та неперервно дiє в просторi H(G) для певного класу областей G (опуклих,
зiркових вiдносно початку координат тощо). Аналогiчна задача для оператора узагальне-
ного iнтегрування розв’язана в [8, 9].

Надалi вважатимемо, що (αn)∞n=0 — послiдовнiсть вiдмiнних вiд нуля комплексних чи-

сел, якi є тейлорiвськими коефiцiєнтами цiлої функцiї α(z) =
∞∑

n=0
αnzn, i породженi нею

оператори узагальненого диференцiювання Dα та узагальненого iнтегрування Jα лiнiйно
та неперервно дiють у просторi H(G), де G — довiльна зiркова вiдносно початку координат
область комплексної площини. При зроблених допущеннях вивчимо розв’язки операторно-
го рiвняння

TJ n
α = Dn

αT, (3)

n ∈ N, у класi лiнiйних неперервних операторiв T ∈ L(H(G)).
Нехай G — деяка зiркова вiдносно точки z = 0 область комплексної площини. Оскiльки

система функцiй {α(λz) : λ ∈ C} є повною в H(G), то кожен оператор T з класу L(H(G)) од-
нозначно визначається характеристичною функцiєю t(λ, z) = T (α(λz̃)). При цьому функцiя
t(λ, z) є цiлою за λ, аналiтичною за z в областi G i задовольняє певну умову, яка рiвно-
сильна умовi неперервностi оператора T . Опишемо в термiнах характеристичних функцiй
розв’язки операторного рiвняння (3) у випадку n = 1.

Теорема 1. Для того щоб лiнiйний неперервний оператор T з класу L(H(G)) задо-
вольняв рiвнiсть

TJα = DαT, (4)

необхiдно i достатньо, щоб його характеристична функцiя t(λ, z) подавалася у виглядi

t(λ, z) = α0

∞∑

k=0

λk(Dk
αϕ)(z),

де ϕ(z) — деяка функцiя з H(G).
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Якщо область G є iнварiантною вiдносно повороту навколо початку координат на кут
2π/n, то формулою (Pf)(z) = f(ωz), де ω = exp(2πi/n), визначається оператор P з класу
L(H(G)). Доведемо основний результат роботи.

Теорема 2. Нехай G — довiльна зiркова вiдносно точки z = 0 область комплексної
площини, яка iнварiантна вiдносно повороту навколо початку координат на кут 2π/n,
де n — фiксоване натуральне число. Загальний розв’язок рiвняння (3) у класi операторiв
T ∈ L(H(G)) дається формулою

T =

n−1∑

k=0

TkP
k, (5)

де Tk, k = 0, n − 1, — деякi оператори з класу L(H(G)), що задовольняють рiвняння (4).
Доведення. Нехай оператор T ∈ L(H(G)) з характеристичною функцiєю t(λ, z) задо-

вольняє рiвняння (3). Тодi при λ ∈ C i z ∈ G

t(λ, z) =

∞∑

k=0

n−1∑

j=0

αj(D
kn
α ϕj)(z)λkn+j , (6)

де ϕj(z) = Tzj, j = 0, n − 1. Перетворимо функцiю t(λ, z). Функцiї

ϕ̃k(z) =
n−1∑

j=0

ω−kj

n
αj(J

j
αϕj)(z), k = 0, n − 1,

є аналiтичними в областi G. При z ∈ G i j = 0, n − 1 є правильними рiвностi

αjϕj(z) =

n−1∑

s=0

ωjs(Dj
αϕ̃s)(z). (7)

Тому з (6) i (7) випливає, що

t(λ, z) =
n−1∑

s=0

∞∑

m=0

λmωms(Dm
α ϕ̃s)(z). (8)

Таким чином, при z ∈ G i λ ∈ C

t(λ, z) =
n−1∑

k=0

tk(ω
kλ, z), (9)

де tk(λ, z) =
∞∑

m=0
λm(Dm

α ϕ̃k)(z), k = 0, n − 1. Всi функцiональнi ряди для кожного фiксовано-

го λ ∈ C за змiнною z збiгаються за топологiєю простору H(G). Покажемо далi, що кожна
з функцiй tk(λ, z) є характеристичною функцiєю деякого оператора Tk з класу L(H(G))
i кожен з операторiв Tk задовольняє рiвнiсть (4), k = 0, n − 1. Для кожного p = 0, 1, . . . при
λ ∈ C \ {0}, z ∈ G є правильними рiвностi

Dp
α(tk(ω

kλ, z)) =
ω−kp

λp
tk(ω

kλ, z) −

p−1∑

r=0

ω−k(r+1)

λr+1
(Dp−r−1

α ϕ̃k)(z). (10)
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Подiявши на рiвнiсть (9) оператором Dp
α за змiнною z i скориставшись (10), одержимо

Dp
α(t(λ, z)) =

n−1∑

k=0

(
ω−kp

λp
tk(ω

kλ, z) −

p−1∑

r=0

ω−k(r+1)

λr+1
(Dp−r−1

α ϕ̃k)(z)

)
.

Тому

n−1∑

k=0

ω−kptk(ω
kλ, z) = λpDp

α(t(λ, z)) +

n−1∑

k=0

p−1∑

r=0

ω−k(r+1)λp−r−1(Dp−r−1
α ϕ̃k)(z), (11)

p = 0, n − 1, z ∈ G, λ ∈ C. Для кожного p = 0, n − 1 через Bp позначимо оператор

Bp = Dp
αTDp

α +
n−1∑

k=0

p−1∑

r=0

ω−k(r+1)(Dp−r−1
α ϕ̃k)(z)δp−r−1,

де δl(f) = α−1
0 (Dl

αf)(0) = f (l)(0)/(αll!), l = 0, 1, . . .. Зрозумiло, що Bp ∈ L(H(G)) при
p = 0, n − 1. Нехай bp(λ, z) — характеристична функцiя оператора Bp, тобто Bp(α(λz̃)) =
= bp(λ, z), p = 0, n − 1. Тодi спiввiдношення (11) при λ ∈ C i z ∈ G можна записати у виглядi

n−1∑

k=0

ω−kptk(ω
kλ, z) = bp(λ, z), p = 0, n − 1. (12)

Спiввiдношення (17) є системою n лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих tk(ω
kλ, z). Оскiльки

визначник цiєї системи вiдмiнний вiд нуля, то, розв’язавши її, одержимо, що при λ ∈ C,
z ∈ G

tk(ω
kλ, z) =

n−1∑

p=0

dpkbp(λ, z), (13)

де dpk — деякi сталi, p, k = 0, n − 1. З (13) одержуємо, що функцiя tk(λ, z) є характе-

ристичною для оператора Tk =
n−1∑
p=0

dpkBpP
n−k, який належить класу L(H(G)). При цьому

ϕ̃k(z) = tk(0, z) = Tk1, k = 0, n − 1. Оскiльки

tk(λ, z) = α0

∞∑

m=0

λm

(
Dm

α

ϕ̃k

α0

)
(z),

то за теоремою 1 оператор Tk задовольняє рiвнiсть (4), k = 0, n − 1. З (9) випливає, що опе-
ратор T подається у виглядi (5), причому кожен з операторiв Tk належить класу L(H(G))
i задовольняє рiвнiсть (4), k = 0, n − 1. Необхiднiсть умов теореми 2 доведено, а їхня доста-
тнiсть встановлюється безпосередньою перевiркою.

Твердження теореми 2 буде правильним для операторiв узагальненого диференцiюва-
ння Dρ,µ та узагальненого iнтегрування Jρ,µ Гельфонда–Леонтьєва, якi породженi послi-
довнiстю (αn = 1/(Γ((n/ρ) + µ)))∞n=0, ρ > 0, Re µ > 0, Γ — гамма-функцiя Ейлера [10].
У випадку ρ = µ = 1 оператори узагальненого диференцiювання Dρ,µ та узагальненого
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iнтегрування Jρ,µ збiгаються вiдповiдно з операторами звичайного диференцiювання D та
звичайного iнтегрування J . Тому це твердження буде правильним i для операторного рiв-
няння виду TJ n = DnT . Таким чином, ми одержали узагальнення основного результату
з [11], оскiльки в [11] правильнiсть вiдповiдної формули (5) встановлено при допущеннi, що
область G є опуклою.
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Новий клас iнтерполяцiйних iнтегральних ланцюгових

дробiв

An interpolation integral chain fraction for a given nonlinear functional on the continual knot

set is constructed. It is a natural generalization of the interpolation chain fraction.

Iнтегральнi iнтерполяцiйнi ланцюговi дроби (IIЛД) вперше були введенi в роботi [1]. Для
функцiоналiв F : L1(0, 1) → R1 вони мають вигляд

QI
n(x(·);F ) = F (x0(·)) +

1∫

0

KI
1 (z1)[x(z1) − x0(z1)]dz1

1 +
1∫

z1

KI

2
(~z 2)[x(z2)−x1(z2)]dz2

1+
. . .

, (1)
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