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Групи зберiгаючих мiру гомеоморфiзмiв множини
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(Представлено членом-кореспондентом НАН України М.О. Перестюком)

We study the Bernoulli measure-preserving groups of self-homeomorphisms of spherically ho-

mogeneous trees.

1. Нагадаємо необхiднi нам поняття, пов’язанi з кореневими деревами та їхнiми границями.
Бiльш докладно про це можна прочитати в [1, 2]. Кореневе дерево — це дерево з видiленою
вершиною, яка називається коренем дерева. Ми розглядатимемо лише локально скiнченнi
дерева.

Вершина v дерева T лежить пiд вершиною w, якщо шлях, що з’єднує вершину v з коре-
нем, мiстить вершину w (позначатимемо це v ≺ w). Ми позначатимемо Tv повне пiддерево
дерева T , що складається з усiх вершин, що лежать нижче вiд v з коренем v.

Рiвнем n (сферою радiусом n) називається множина Vn, що складається з усiх вершин,
якi лежать на вiдстанi n вiд кореня. Кореневе дерево T називається сферично однорiдним,
якщо в кожному рiвнi дерева T усi вершини мають однакову валентнiсть. Сферичний iн-
декс сферично однорiдного дерева T — це послiдовнiсть (n0, n1, . . .), де n0 — валентнiсть
кореневої вершини, а nm +1 — валентнiсть довiльної вершини з рiвня m. Нагадаємо, що су-
пернатуральним числом називається формальний нескiнченний добуток вигляду pα1

1 pα2

2 · · · ,
де p1, p2, . . . — усi простi числа в природному порядку, а αi — або цiле невiд’ємне число,
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або символ ∞ (i = 1, 2, . . .). Два супернатуральних числа pα1

1 pα2

2 . . . i pβ1

1 pβ2

2 . . . вважають-
ся рiвними, якщо αi = βi для всiх i = 1, 2, . . . . Характеристикою дерева T називається
супернатуральне число

Ω(T ) =

∞∏

i=0

ni.

Кiнець кореневого дерева — це нескiнченний шлях без повторень з початком у коренi.
Ми позначатимемо ∂T множину всiх кiнцiв (границю) дерева T . Множина границь пiддерев
∂Tv є базисом топологiї на ∂T . Топологiчний простiр ∂T є компактним i цiлком незв’язним.
Групу всiх гомеоморфiзмiв на себе простору ∂T позначатимемо Homeo ∂T .

Зафiксуємо деяку нескiнченну строго спадну послiдовнiсть додатних чисел λ = {λn}
∞
n=1,

яка збiгається до 0. Ми можемо ввести природну ультраметрику на ∂T , поклавши
ρ

λ
(x1, x2) = λn, де n — довжина найбiльшої спiльної частини кiнцiв x1 i x2. У результатi

дiстаємо компактний ультраметричний простiр, який позначатимемо (∂T, ρ
λ
), чи просто ∂T .

Якщо дерево T сферично однорiдне, то на ∂T природно вводиться борелева ймовiрнiсна
мiра mT (мiра Бернуллi). Ця мiра визначається умовою, що mT (∂Tv) = 1/|Vn|, де Vn —
рiвень вершини v. Мiра mT є єдиною ймовiрнiсною мiрою на ∂T , яка iнварiантна щодо
дiї групи iзометрiй простору (∂T, ρ

λ
). Множина всiх гомеоморфiзмiв ∂T , що зберiгають

мiру mT утворюють групу. Ми будемо позначати цю групу MT .
Метрика на групi гомеоморфiзмiв вводиться таким чином:

ρ
λ
(g, h) = max

x∈∂T
ρ

λ
(xg, xh)

для всiх g та h з Homeo ∂T .
Ми можемо визначити групу S(∂T, n) тих гомеоморфiзмiв ∂T , якi лише жорстко пе-

реставляють кулi ∂Tv (v ∈ Vn(T )). Очевидно, що S(∂T, n) збiгається iз симетричною гру-
пою Sym(Vn(T )) i S(∂T, n) 6 S(∂T, k) для n 6 k. Однорiдна симетрична група S(∂T ) <
< Homeo ∂T визначається як об’єднання пiдгруп S(∂T, n), n ∈ N.

2. Надалi ми розглядатимемо лише сферично однорiднi дерева, у сферичних iндексах
яких немає одиниць.

Лема 1. Для довiльного елемента g групи MT iснує послiдовнiсть {hn ∈ S(∂T ), n ∈ N},
що збiгається до g.

Доведення. Побудуємо потрiбну послiдовнiсть за iндукцiєю. Спочатку виберемо h1.
Нехай Vk1

— якийсь рiвень дерева T . Для кожної кулi ∂Tvi
(vi ∈ Vk1

) образ g(∂Tvi
) є ди-

з’юнктним об’єднанням куль
⊔

∂Twj
, що вiдповiдають вершинам деякого рiвня Vn1

. Можна
вибрати одне n1 (n1 > k1) для всiх вершин з Vk1

, бо ця множина скiнченна. Гомеоморфiзм h1

iндукується деякою пiдстановкою π множини вершин Vn1
, для якої

g(∂Tvi
) =

⋃

{wj |wj∈Vn1
,wj≺vi}

∂Tπ(wj).

Оскiльки гомеоморфiзм g зберiгає мiру, то пiдстановка iз зазначеною вище властивiстю
iснує.

Тепер виберемо hi+1 за iндукцiєю. Нехай hi вже вибране, а ki та ni визначенi. Поклавши
ki+1 = ni для i > 1, ми визначимо hi+1 таким же чином, як у випадку h1.
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Оскiльки g є гомеоморфiзмом, то для кожного ǫ > 0 iснує δ > 0 таке, що для будь-яких
x1, x2 з ρ(x1, x2) < δ виконується ρ(g(x1), g(x2)) < ǫ. Виберемо натуральне i таким чином,
щоб радiус ∂Tv (v ∈ Vi) був меншим за δ. Оскiльки ki > i, то для довiльних x ∈ ∂T i j > 0
iснує x̃ ∈ ∂T таке, що x i x̃ належать однiй i тiй же кулi, що вiдповiдає деякiй вершинi
рiвня i + j (i, таким чином, ρ(x̃, x) < δ) та hi+j(x) = g(x̃). Звiдси ρ(hi+j(x), g(x)) < ǫ. Отже,
послiдовнiсть {hn ∈ S(∂T ), n ∈ N} збiгається до g.

Лема 2. Група MT є замкненою в топологiї, iндукованiй метрикою ρ.
Схема доведення. Доведемо, що для довiльної кулi B i для будь-якої послiдовностi

зберiгаючих мiру гомеоморфiзмiв {fn}, що збiгаються до f , виконується рiвнiсть m(f(B)) =
= m(B). Оскiльки {fn} збiгається до f , то для кожного додатного ǫ, iснує N таке, що для
довiльного n > N ǫ-окiл f(B) мiстить fn(B). Образ f(B) — скiнченне об’єднання куль.
Тому m(f(B)) > m(B). Оскiльки m(f(∂T )) = m(∂T ), то m(f(B)) = m(B) для довiльної
кулi B простору ∂T .

Оскiльки множина всiх куль складає базу топологiї ∂T , яка iндукує метрику, то гомео-
морфiзм f зберiгає мiру.

Отже, ми маємо як наслiдок
Теорема 1. Група MT є замиканням групи S(∂T ) у топологiї, iндукованiй метрикою ρ.
Лема 3. Нехай Gi < MTi

(i = 1, 2) групи, що мiстять слабо гiллястi пiдгрупи i нехай
гомеоморфiзм h : ∂T1 → ∂T2 iндукує iзоморфiзм G1 на G2. Для довiльної кулi ∂Tv (v ∈
∈ Vk(T1)) (k ∈ N) виконується рiвнiсть

mT2
(h(∂Tv)) = mT1

(∂Tv).

Отже, гомеоморфiзм h зберiгає мiру.
Доведення. Для mT1

справджується рiвнiсть

mT1
(∂T1) = mT1

[ ⊔

w∈Vk(T1)

∂Tw

]
= |Vk(T1)|mT1

(∂Tv).

Оскiльки кожен елемент G1 зберiгає мiру mT1
i hgh−1 ∈ G2 для всiх g ∈ G1, то mT2

(h(∂Tu)) =
= mT2

(h(∂Tw)) для довiльних u, w ∈ Vk(T1). Тому

mT2
(∂T2) = mT2

(h(∂T1)) = mT2

(
h

( ⊔

w∈Vk(T1)

∂Tw

))
= mT2

( ⊔

w∈Vk(T2)

h(∂Tw)

)
=

= |Vk(T2)|mT2
(h(∂Tv)).

Таким чином, m2(h(∂Tv)) = m1(∂Tv).
Теорема 2. Якщо пiдгрупа G групи MT мiстить слабо гiллясту пiдгрупу, то кожен

автоморфiзм G iндукується якимось елементом з MT , тобто Aut(G) ≃ NMT
(G).

Доведення. За теоремою 2 з роботи [3] кожен автоморфiзм групи G iндукується елемен-
том з NHomeo ∂T (G). Але за лемою 4 цей нормалiзатор збiгається з нормалiзатором NMT

(G).
Отже, нам потрiбно довести лише, що центр G тривiальний. Врахувавши, що у довiльної
слабо гiллястої групи центр та централiзатор у групi Homeo ∂T є тривiальними, одержимо
необхiдне.

Наслiдок 1. Група MT — досконала, тобто вона має тривiальний центр i не має
зовнiшнiх автоморфiзмiв.

30 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2008, №6



Теорема 3. Нехай T1 та T2 сферично однорiднi дерева. Тодi є еквiвалентними такi
умови:

1) MT1
≃ MT2

;
2) S(∂T1) ≃ S(∂T2);
3) характеристики дерев T1 та T2 збiгаються.
Схема доведення. Еквiвалентнiсть другого та третього пунктiв є вiдомою [4].
(1⇒3) За теоремою 2 з роботи [3] i лемою 3 iснує зберiгаючий мiру гомеоморфiзм

h : ∂T1 → ∂T2. Таким чином, множини M1 = {mT1
(U)|U ⊂ ∂T1 є вiдкрито-замкненою}

i M2 = {mT2
(U) | U ⊂ ∂T2 є вiдкрито-замкненою} збiгаються. Якщо pn є дiльником ха-

рактеристики T1 для простого p, то p−n ∈ M1. Тому p−n ∈ M2. Звiдки pn є дiльником
характеристики T2. Отже, характеристики дерев T1 та T2 збiгаються.

(3⇒1) Оскiльки S(∂T1) ≃ S(∂T2), то за теоремою 2 з роботи [3] та лемою 3 iснує збе-

рiгаючий мiру гомеоморфiзм h : ∂T1 → ∂T2. Оскiльки Mh
T1

⊂ MT2
i Mh−1

T2
⊂ MT1

, то

Mh
T1

= MT2
i групи MT1

та MT2
iзоморфнi.

З першої частини доведення останньої теореми отримаємо
Наслiдок 2. Якщо iзоморфнi пiдгрупи G1 та G2 груп MT1

та mT2
вiдповiдно мiстять

слабо гiллястi пiдгрупи, то характеристики дерев T1 та T2 збiгаються.
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