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Construction of the representations of nonlinear functions in hypercomplex numerical systems

is of great importance. Here, methods for construction of representations for direct and inverse

nonlinear functions in finite-dimensional hypercomplex numerical systems are considered.

Examples of the constructed representations for nonlinearities in some hypercomplex numerical

systems are listed.

Один з творцiв гiперкомплексних чисел В.Р. Гамiльтон першим запропонував конструктив-
не визначення нелiнiйних трансцендентних функцiй вiд гiперкомплексних змiнних. В ро-
ботi [1] вiн пропонує визначити експоненцiальну функцiю вiд кватернiонної змiнної q як
суму степеневого ряду:

eq =

∞
∑

s=0

qs

s!
. (1)

З часом цей пiдхiд був узагальнений на iншi трансцендентнi функцiї гiперкомплексної
змiнної: тригонометричнi синус i косинус, гiперболiчнi синус i косинус та iншi, i зараз є за-
гальноприйнятим [2].

Пiсля Гамiльтона в багатьох роботах проведенi дослiдження з побудови зображення екс-
поненцiальної функцiї вiд кватернiона. Для цього використовуються рiзнi методи, якi ба-
зуються на симетрiйних властивостях кватернiонiв [2, 3]. Побудованi зображення й iнших
трансцендентних функцiй кватернiона: логарифмiчної функцiї, тригонометричних синуса
i косинуса [3]. Цi функцiї знайшли важливе використання не тiльки в наукових застосу-
ваннях: фiзика, механiка, а i в технiчних: орiєнтацiя твердого тiла в просторi, гiроскопiї,
робототехнiцi та iншi.

Задача побудови зображень нелiнiйних функцiй вiд гiперкомплексного змiнного зво-
диться до їх визначення з точки зору структури обчислень над гiперкомплексним аргумен-
том та зображення їх у виглядi гiперкомплексної функцiї, яка має вигляд:

F (X) =

n
∑

i=1

fi(x1, x2, . . . , xn)ei, (2)

де X =
n
∑

i=1

xiei ∈ Γ, а fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, . . . , n, — дiйснi функцiї.

Знання законiв виконання алгебраїчних операцiй в гiперкомплексних числових системах
(ГЧС) дозволяє при визначеннi лiнiйних або нелiнiйних функцiй побудувати зображення
їх у виглядi гiперкомплексної функцiї (2).
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Дiйсно, розглянемо для прикладу лiнiйну функцiю гiперкомплексного аргументу ви-
гляду:

Y = AX + B, Y,A,X,B ∈ Γ. (3)

Якщо застосувати закони множення та додавання, одержимо зображення лiнiйної функцiї
вiд гiперкомплексного аргументу:

n
∑

i=1

yiei =

n
∑

k=1

(

n
∑

i=1

n
∑

j=1

γk
ijaixj + bk

)

ek. (4)

Аналогiчно будуються зображення i деяких простих нелiнiйних функцiй: степеневих
функцiй та полiномiв вiд гiперкомплексної змiнної, а також дробово-рацiональних функцiй.

Перейдемо до побудови зображення трансцендентних функцiй вiд гiперкомплексного
аргументу, яке зводиться до зображення рядiв типу (1) у виглядi гiперкомплексних функ-
цiй (2). В деяких простих випадках це можна зробити безпосередньо. Але в загальному
випадку потребує розробки спецiальних методiв [4–8].

Розглянемо диференцiальне рiвняння вiд гiперкомплексної змiнної вигляду

Ẇ = MW, (5)

де M , W ∈ Γ.
Покажемо, що експонента у виглядi степеневого ряду

exp(Mt + K) =
∞
∑

s=0

(Mt + K)s

s!
, K ∈ Γ

буде розв’язком рiвняння (5). Дiйсно,

∞
∑

s=0

(Mt + K)s

s!
=

∞
∑

s=0

s
∑

i=0

Ps(m1, . . . ,mn)

s!
ei,

де Ps — полiном степеня s; n — вимiрнiсть ГЧС. Вiн збiгається абсолютно всюди i тому
його можна почленно диференцiювати:

Ẇ =

∞
∑

s=0

sM(Mt + K)s−1

s!
= M

∞
∑

s=0

(Mt + K)s

s!
= MW.

Пiдставляючи в лiву частину (5), одержимо тотожнiсть. Таким чином, визначення екс-
поненти через степеневий ряд (1) та розв’язок рiвняння (5) — еквiвалентнi.

З даною ГЧС Γ пов’яжемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь вiд дiйсних змiн-
них того ж порядку, що i вимiрнiсть Γ, яка у векторно-матричнiй формi має вигляд:

dX

dt
= AX. (6)

Визначимо елементи матрицi коефiцiєнтiв цiєї системи, для чого запишемо її у виглядi:

dxs

dt
=

n
∑

j=1

asjxj, s = 1, n. (7)
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Помножимо кожне рiвняння на один з базисних елементiв es, складемо почленно та
згрупуємо члени з однаковими базисними елементами:

n
∑

s=1

es
dxs

dt
=

n
∑

s=1

es

n
∑

s=1

askxk. (8)

Введемо позначення:

W =
n
∑

s=1

esxs ∈ Γ.

Тодi

dW

dt
=

n
∑

s=1

es
dxs

dt
.

Коефiцiєнти aij рiвняння (7) поки що не вiдомi. Їх потрiбно визначити, пов’язавши зi
структурними константами системи Γ. При цьому необхiдно врахувати, що лiва частина (8)
являє гiперкомплексну змiнну W , а праву частину потрiбно зобразити у виглядi, аналогiч-
ному правiй частинi рiвняння (6), тобто (7) подається у виглядi (5), де

MW =
n
∑

s=1

esms

n
∑

s=1

esxs =
n
∑

s=1

es

n
∑

i=1

n
∑

j=1

γs
ijmixj. (9)

З (8) та (9) отримаємо систему:
n
∑

j=1

asjxj =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

γs
ijmixj, s = 1, n. Цю систему лiнiйних

однорiдних рiвнянь запишемо

QX = 0, (10)

де

Q =

{

asj −
n
∑

s=1

γi
sjms

}n

i,j=1

.

Система лiнiйних однорiдних рiвнянь має нетривiальний розв’язок, якщо визначник

матрицi Q дорiвнює нулю. Для цього достатньо: aij −
n
∑

s=1

γi
sjms = 0, i, j = 1, n.

Як видно, в даному випадку n2 + n змiнних, а рiвнянь — n2. За вiльнi змiннi доцiльно
обрати n чисел m1, . . . ,mn.

Тодi aij =
n
∑

s=1

γi
sjms.

Система диференцiальних рiвнянь (7), матриця коефiцiєнтiв якої A будується у вiдпо-
вiдностi з (10), i називається асоцiйованою з ГЧС Γ. Вона залежить вiд n параметрiв.

Для розв’язання (7) необхiдно знайти коренi характеристичного рiвняння A − λE = 0
i виписати всi розв’язки системи (7). Вони будуть залежати вiд скалярного аргументу t i n

довiльних постiйних iнтегрування — C1, C2, . . . , Cn.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2008, №8 45



Для їх вибору прирiвняємо розв’язок системи (7) компонентам одиничного елемента
при t = 0, оскiльки в початковiй нульовiй точцi експонента за визначенням повинна до-
рiвнювати одиничному елементу тiєї гiперкомплексної числової системи, в якiй будується
зображення експоненти. В результатi одержимо систему з n лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
з n змiнними — C1, C2, . . . , Cn. Її розв’язок дасть значення C1, C2, . . . , Cn. Пiсля цього можна
записати зображення експоненти в данiй ГЧС.

Припустимо, що всi коренi характеристичного рiвняння системи (7)

∥

∥

∥

∥

n
∑

s=1

γi
sjms

∥

∥

∥

∥

−λE = 0

будуть дiйснi та рiзнi. Тодi розв’язки цiєї системи набувають вигляду

xi =

n
∑

j=1

(

n
∑

k=1

ak
ijCk

)

eλkt,

де Ck — вiльнi постiйнi iнтегрування — n лiнiйно незалежних констант; ak
ij — коефiцiєнти,

за допомогою яких визначаються лiнiйно залежнi константи iнтегрування.
Коефiцiєнти ak

ij визначаються коефiцiєнтами правої частини системи диференцiальних
рiвнянь, а значить, i структурними константами гiперкомплексної числової системи Γ.

Розглянемо результати побудови нелiнiйностей за цим методом в деяких ГЧС.
1. Система триплексних чисел Люша T .

T e1 e2 e3

e1 e1 e2 e3

e2 e2

e3 − e1

2
−e2

e3 e3 −e2 e1

Exp(M)=
1

2
(em1+m3 +em1−m3 cos m2)e1+em1−m3 sin m2e2+

1

2
(em1+m3−em1−m3 cos m2)e3.

2. Система Γ33.

Γ33 e1 e2 e3

e1 e1 e2 e3

e2 e2 e3 e1

e3 e3 e1 e2

sh(M) = sh(m1e1 + m2e2 + m3e3) =

=
1

3

(

sh(m1 + m2 + m3) + 2 cos

√
3

2
(m3 − m2) sh

(

m1 −
m2 + m3

2

))

e1 +

+
1

3

(

sh(m1 + m2 + m3) − cos

√
3

2
(m3 − m2) sh

(

m1 −
m2 + m3

2

)

+

+
√

3 sin

√
3

3
(m3 − m2) ch

(

m1 −
m2 + m3

2

))

e2 +

+
1

3

(

sh(m1 + m2 + m3) − cos

√
3

2
(m3 − m2) sh

(

m1 −
m2 + m3

2

)

−
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−
√

3 sin

√
3

3
(m3 − m2) ch

(

m1 −
m2 + m3

2

))

e3,

ch(M) = ch(m1e1 + m2e2 + m3e3) =

=
1

3

(

ch(m1 + m2 + m3) + 2 cos

√
3

2
(m3 − m2) ch

(

m1 −
m2 + m3

2

))

e1 +

+
1

3

(

ch(m1 + m2 + m3) − cos

√
3

2
(m3 − m2) sh

(

m1 −
m2 + m3

2

)

−

−
√

3 sin

√
3

3
(m3 − m2) sh

(

m1 −
m2 + m3

2

))

e2 +

+
1

3

(

ch(m1 + m2 + m3) − cos

√
3

2
(m3 − m2) sh

(

m1 −
m2 + m3

2

)

+

+
√

3 sin

√
3

3
(m3 − m2) sh

(

m1 −
m2 + m3

2

))

e3.

3. Система кватернiонiв H.

H e1 e2 e3 e4

e1 e1 e2 e3 e4

e2 e2 −e1 e4 −e3

e3 e3 −e4 −e1 e2

e4 e4 e3 −e2 −e1

sin(m1e1+m2e2+m3e3+m4e4) = sin m1 ch me1+
1

m
shm cos m1(m2e2+m3e3+m4e4),

cos(m1e1+m2e2+m3e3+m4e4) = cos m1 ch me1+
1

m
sh m sinm1(m2e2+m3e3+m4e4).

В цих формулах m =
√

m2
2
+ m2

3
+ m2

4
.

Визначення обернених функцiй вiд гiперкомплексної змiнної. Зображення та-
ких нелiнiйних функцiй, як експонента, тригонометричнi i гiперболiчнi функцiї дозволяє
будувати i оберненi функцiї. Якщо пряма функцiя має вигляд (2), то обернена до неї функ-
цiя буде визначатись за допомогою спiввiдношення

F−1(F (X)) = X. (11)

Спiввiдношення (11) свiдчить про те, що область значень прямої функцiї повинна вхо-
дити в область iснування оберненої функцiї. Крiм того, область значень оберненої функ-
цiї повинна входити в гiперкомплексну числову систему. Цей факт необхiдно враховувати,
оскiльки класичнi оберненi функцiї, як правило, багатозначнi.

Зображення таких нелiнiйностей, як експонента, гiперболiчнi i тригонометричнi функцiї,
є гiперкомплексними функцiями, тобто мають вигляд:

F−1

(

n
∑

j=1

fj(x1, . . . , xn)ej

)

=

n
∑

j=1

xjej . (12)
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Для того щоб (12) було зображенням оберненої функцiї, ї ї аргумент має бути просто
гiперкомплексною змiнною

n
∑

j=1

fj(x1, . . . , xn)ej =

n
∑

j=1

yjej . (13)

Якщо рiвняння (13) навести у виглядi системи рiвнянь

fj(x1, . . . , xn) = yj, j = 1, .., n, (14)

то її можна розв’язати вiдносно змiнних x1, . . . , xn

xj = ϕj(y1, . . . , yn), j = 1, . . . , n. (15)

Якщо цi розв’язки пiдставити в (15), одержимо зображення оберненої функцiї

F−1

(

n
∑

j=1

yjej

)

=
n
∑

j=1

ϕj(y1, . . . , yn)ej . (16)

Функцiя вигляду (16) може бути багатозначною. В цьому випадку необхiдно визначити
область головних значень, яка буде входити в гiперкомплексну числову систему Γ.

Оберненою функцiєю до експоненти є логарифм. В системi гiперкомплексних чисел Γ31

з таблицею множення

Γ31 e1 e2 e3

e1 e1 e2 e3

e2 e2 0 0

e3 e3 0 0

Експонента має вигляд:

exp(m1e1 + m2e2 + m3e3) = em1e1 + m2e
m1e2 + m3e

m1e3.

Будуємо систему рiвнянь (15), розв’язком якої є:

m1 = ln x1,

m2 =
x2

x1

,

m3 =
x3

x1

.

При умовi x1 6= 0 зображення логарифмiчної функцiї в системi Γ31 подамо у такому
виглядi:

ln(x1e1 + x2e2 + x3e3) = ln x1e1 +
x2

x1

e2 +
x3

x1

e3.

Розглянемо побудову арксинусу в гiперкомплекснiй системi Γ31 (таблиця множення на-
ведена вище). Синус в цiй системi має вигляд:

sin(m1e1 + m2e2 + m3e3) =
1

3
((sin α + 2 sin γ ch β)e1 +

+ (sin α +
√

3 cos γ sh β − sin γ ch β)e2 + (sin α −
√

3 cos γ sh β − sin γ ch β)e3,
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де α, β та γ визначаються таким чином:

α = m1 + m2 + m3; β =
m2 − m3

2

√
3; γ = m1 −

m2 + m3

2
.

В цьому випадку система рiвнянь (15) має розв’язок:

m1 =
1

3
(α + 2γ); m2 =

1

3
(α − γ +

√
3β); m3 =

1

3
(α − γ −

√
3β),

де

α = (−1)n arcsin(x1 − x2 + x3) + nπ,

β = ± arctg
√

3
2x1 + x2 + x3

x2 − x3

,

γ = ± arccos h

√

3(x2 − x3)2 + 9(2x1 + x2 + x3)2

2
.

(17)

Для вибору головних значень обернених функцiй приймаємо n = 0, а також знак “+”.
Тодi зображення оберненої функцiї матиме вигляд в системi Γ33:

arcsin(m1e1 + m2e2 + m3e3) =
1

3
((α + 2γ)e1 + (α − γ +

√
3β)e2 + (α − γ −

√
3β)e3),

де параметри α, β, γ визначенi в (17).
В системi R ⊕ W з таблицею множення

Γ31 e1 e2 e3

e1 e1 0 0

e2 0 e2 e3

e3 0 e3 0

косинус має вигляд

cos(m1e1 + m2e2 + m3e3) = cos(m1)e1 + cos m2 cos m3e2 − sinm2 sin m3e3.

Розв’язком системи рiвнянь (15) буде:

m1 = ± arccos x1 + 2πn,

m2 = ± arctg
x3

√

1 − η − x2
2
+ x2

3

x2

√

1 + η + x2
2
− x2

3

+ πn,

m3 = ± arctg

√

1 − η − x2
2
+ x2

3
√

1 + η + x2
2
− x2

3

+ πn,

де η =
√

(x2
3
− x2

2
)2 − 2(x2

3
+ x2

2
) + 1.

За головнi значення беремо n = 0, знак “+”, враховуємо, що

1 + η + x2
2 − x2

3 > 0, 1 − η − x2
2 + x2

3 > 0, (x2
3 − x2

2)
2 − 2(x2

3 + x2
2) + 1 > 0.
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Тодi значення арккосинуса має вигляд:

arccos(x1e1 + x2e2 + x3e3) =

= arccos(x1)e1 + arctg
x3

√

1 − η + x2
3
− x2

2

x2

√

1 + η − x2
3
+ x2

2

e2 + arctg

√

1 − η + x2
3
− x2

2
√

1 + η − x2
3
+ x2

2

e3.

В системi подвiйних чисел W з таблицею множення

W e1 e2

e1 e1 e2

e2 e2 e1

синус має вигляд

sh(m1e1 + m2e2) = sh m1 ch m2e1 + ch m1 shm2e2.

Система рiвнянь (15) матиме такий розв’язок:

m1 =
1

2
ln(|δ1|),

m2 = ln

∣

∣

∣

∣

δ2
1 − 1

2((x1 − x2)δ
3/2

1
+ (x1 + x2)δ

1/2

1
)

∣

∣

∣

∣

,

де

δ1 = x2
1 + x2

2 −
√

(x2
2
+ x2

1
+ 1)2 − 4x2

1
−
√

2((x2
2 + x2

1)
2 +

+ x2
2

(

√

(x2
2
+ x2

1
+ 1)2 − 4x2

1
+ 1
)

+ x2
1

(

√

(x2
2
+ x2

1
+ 1)2 − 4x2

1
− 1)

)1/2
.

При умовi (x2
2 − x2

1)
2 − 2(x2 + x1) + 1 > 0 гiперболiчний арксинус в системi подвiйних

чисел має вигляд:

arcsh(x1e1 + x2e2) =
1

2
ln δ1e1 + ln

δ2
1 − 1

2((x1 − x2)δ
3/2

1
+ (x1 + x2)δ

1/2

1

e2.

В системi дуальних чисел D з таблицею множення

D e1 e2

e1 e1 e2

e2 e2 0

гiперболiчний косинус має вигляд:

ch(m1e1 + m2e2) = ch m1e1 + m2 sh m1e2.

Розв’язком системи рiвнянь (15) буде:

m1 = ln(x1 ±
√

x2
1
− 1), m2 =

x1 ±
√

x2
1
− 1

1 + x1(x1 ±
√

x2
1
− 1)

.
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За умови x2
1 − 1 > 0 гiперболiчний арккосинус в системi дуальних чисел матиме вигляд:

arcch(x1e1 + x2e2) = ln
(

x1 +
√

x2
1
− 1
)

e1 +
x1 +

√

x2
1
− 1

1 + x1(x1 +
√

x2
1
− 1)

e2.
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