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Виконано повну групову класифiкацiю систем двох звичайних диференцiальних рiвнянь

першого порядку вiдносно перетворень, лiнiйних за залежними змiнними.

Груповий аналiз диференцiальних рiвнянь вперше виник в роботах видатного математика
XIX ст. С. Лi. Основну задачу класичного групового аналiзу — про розв’язнiсть звичай-
них диференцiальних рiвнянь в квадратурах — розв’язано майже повнiстю самим С. Лi.
Вiн показав, що всi спецiальнi методи iнтегрування таких рiвнянь (замiна змiнних, метод
iнтегруючого множника тощо) можна вивести за допомогою теорiї груп [1, 2].

Дослiдження симетрiй диференцiальних рiвнянь є алгоритмiзованим процесом, який
використовується у багатьох пакетах прикладних програм. Але коли йдеться про симетрiї
цiлих класiв рiвнянь, визначених з точнiстю до довiльних функцiй, такi дослiдження ста-
ють досить нетривiальною задачею, яку не завжди можна розв’язати. Мiж тим, саме такi
задачi є дуже важливими, оскiльки дозволяють знаходити широкi класи звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь, iнтегровних у квадратурах.

У цiй роботi вивчено симетрiйнi властивостi систем звичайних диференцiальних рiвнянь
(ЗДР) першого порядку, якi мають вигляд

u̇a = fa(u1, u2), (1)

де ua — невiдомi функцiї вiд t, u̇a = dua/dt. Тут i надалi iндекси a, b, c змiнюються вiд 1
до 2. За iндексами, що повторюються, йде пiдсумовування.

Системи рiвнянь вигляду (1) широко застосовуються в математичнiй бiологiї [3, 4] i те-
орiї дифузiї [5].

Симетрiї системи (1). Добре вiдомо, що рiвняння (1) мають нескiнчену симетрiю,
яка, на жаль, не може бути описана конструктивно [6]. Проте, можна провести групову
класифiкацiю таких рiвнянь, якщо накласти певнi апрiорнi обмеження на клас симетрiй.
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У роботi проведена повна групова класифiкацiя рiвнянь вигляду (1) вiдносно допусти-
мих груп лiнiйних перетворень для залежних змiнних ua. При цьому для незалежної змiн-
ної t допускаються як лiнiйнi, так i нелiнiйнi перетворення.

Задача опису можливих груп симетрiй та вiдповiдних нелiнiйних членiв fa навiть у ви-
падку лiнiйних перетворень залишається дуже складною. Використовуючи iдеї, якi запро-
понованi та реалiзованi у роботах [7–9], для розв’язання цiєї задачi спочатку визначимо
загальний вигляд базисних елементiв алгебр Лi, якi вiдповiдають цим симетрiям, а потiм
використаємо умову iнварiантностi вiдносно цих алгебр для обчислення fa.

Оскiльки обидвi частини рiвнянь (1) не залежать вiд t явно, то цi рiвняння з довiльними
функцiями f1 та f2 допускають очевидну симетрiю вiдносно зсуву по незалежнiй змiннiй t.
Вiдповiдний iнфiнiтезимальний оператор X0 є оператором диференцiювання по цiй змiннiй:
X0 = ∂t. Iншi оператори симетрiї будемо шукати у виглядi:

X = η∂t + πa∂ua , (2)

де πa = πabub + ωa, а η, πab, ωa — функцiї вiд незалежної змiнної t.
Знайдемо спочатку всi нееквiвалентнi двовимiрнi алгебри симетрiї для системи (1), що

включають оператори X0 та X. За умовою

[X0,X] = αX0 + βX,

де α i β — дiйснi сталi. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi ua → Λabub + ϕa, де Λab

та ϕa — довiльнi сталi, маємо шiсть рiзних випадкiв для оператора X:

X1 = µt∂t − u1∂u1
− νu2∂u2

, X2 = µt∂t − ∂u1
− u2∂u2

,

X3 = µt∂t − ν∂u1
− ∂u2

, X4 = eλt(u1∂u1
+ νu2∂u2

),

X5 = eλt(∂u1
+ u2∂u2

), X6 = eλt(µ∂u1
+ ∂u2

).

(3)

Наступний крок — це побудова тривимiрних алгебр Лi, що включають оператор X0 та
оператори X1, X2 загального вигляду (2) за умови

[X0,Xa] = αaX0 + βabXb, [X1,X2] = α0X0 + β0bXb.

Повний перелiк реалiзацiй таких алгебр подамо у виглядi таблицi. Набори (F1, G1),
(F2, G2) утворюють фундаментальну множину розв’язкiв системи

Ft = λF + νG, Gt = σF + γG,

де λ, ν, σ, γ — довiльнi сталi.
Алгоритм пошуку нелiнiйностей fa. Запишемо систему ЗДР (1) у виглядi

Fa(u1, u2, u̇1, u̇2) = u̇a − fa(u1, u2) = 0. (4)

Iнфiнiтезимальний оператор X є оператором симетрiї рiвняння (4), якщо вiн задоволь-
няє критерiй iнварiантностi [6]:

X(1)F
∣∣
[F ]

= 0,
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де [F ] — многовид, що задає рiвняння (4) у просторi струменiв першого порядку над змiн-
ними t, u1, u2, а X(1) = X + ξa∂u̇a — перше продовження оператора X. Коефiцiєнти ξa

обчислюються за формулою ξa = Dt(π
a) − u̇aDt(η), де Dt = ∂t + u̇a∂ua + üa∂u̇a + . . . —

оператор повного диференцiювання по змiннiй t.
Отже, дiємо продовженим оператором X(1) на функцiю F = (F1, F2) та прирiвнюємо

отриманий вираз до нуля:

X(1)F = 0, або π̇abub + πabu̇b + ω̇a − η̇u̇a = (πcbub + ωc)
∂fa
∂uc

.

Переходимо на многовид [F ], тобто в отриманiй рiвностi замiняємо u̇a на fa. У такий
спосiб дiстаємо визначальнi рiвняння для нелiнiйностей fa:

π̇abub + πabfb + ω̇a − η̇fa = (πcbub + ωc)
∂fa
∂uc

. (5)

Для кожного випадку з формули (3) або табл. 1 пiдставимо вирази для коефiцiєнтiв πab,
ωa та η у (5). В результатi отримуємо систему визначальних рiвнянь на довiльнi елементи fa.
Якщо ця система має розв’язки, то система (1) з такими довiльними елементами fa допускає
вiдповiдну алгебру симетрiї. Серед отриманих значень fa далеко не всi будуть цiкавими.
Будемо нехтувати тими випадками, якi є очевидно iнтегровними, а саме, коли f1f2 = 0
або обидва довiльних елемента є функцiями тiльки однiєї залежної змiнної або лiнiйними
функцiями. Нижче наведемо результати обчислень.

Таблиця 1. Реалiзацiї тривимiрних алгебр Лi для систем ЗДР вигляду (1). Всi реалiзацiї включають опера-
тор X0 та наступнi оператори

№ Оператори № Оператори

1 µt∂t + u1∂u1
+ νtu2∂u2

, X7 = u2∂u2
22 X8, X22 = νt∂t − ∂u2

2 X8 = µt∂t − u1∂u1
, X9 = νt∂t − u2∂u2

23 X22, X23 = µt∂t − ∂u1

3 F1u1∂u1
+G1u2∂u2

, F2u1∂u1
+G2u2∂u2

24 X21, X23

4 X10 = µt∂t + u1∂u1
+ νt∂u2

, X11 = ∂u2
25 X11, X13 +X19

5 µt∂t + νtu1∂u1
+ ∂u2

, X12 = u1∂u1
26 X22, X23 −X19

6 (F1 +G1u1)∂u2
, (F2 +G2u1)∂u2

27 X1, X16

7 F1u1∂u1
+G1∂u2

, F2u1∂u1
+G2∂u2

28 X1

∣

∣

ν=1
, X24 = λ∂u1

+ ∂u2

8 X11, X13 = µt∂t + ∂u1
+ νt∂u2

29 X24, µt∂t + νtX24 +X18

9 X14 = ∂u1
+ u1∂u2

, µt∂t +X11 + νtX14 30 X2, X11

10 X11, X15 = µt∂t + (νt+ u1)∂u2
31 X1

∣

∣

ν=1
, νt∂t −X17

11 F1X11 +G1X14, F2X11 +G2X14 32 F1∂u1
+G1∂u2

, F2∂u1
+G2∂u2

12 µt∂t + (u1 + νt)∂u1
+ λu2∂u2

, X16 = ∂u1
33 X1

∣

∣

ν 6=1
, X19

13 X17 = (µu1 − u2)∂u1
+ (u1 + µu2)∂u2

, 34 X7 +X13, X11

λt∂t +X18 + νtX17 35 X8 −X11, −X19

14 X18 = u1∂u1
+ u2∂u2

, λt∂t +X17 + νtX18 36 X9, X19

15 X19 = u1∂u2
, µt∂t +X20 + νtX19 37 X18, X23 −X19

16 X19, µt∂t + u1∂u1
+ (λu2 + νtu1)∂u2

, λ 6= 1 38 X20 = u1∂u1
+ (u1 + u2)∂u2

,

17 µt∂t +X14 + νt(X7 +X18), X7 +X18 µt∂t + νtX20 +X19

18 −X19, µt∂t + u1∂u1
+ (1− νtu1)∂u2

39 X19, µt∂t + (νtu1 + u2)∂u2

19 X1

∣

∣

ν=1
−X19, X21 = νt∂t − u1∂u2

40 X1

∣

∣

ν=1
−X19, X11

20 F1X20 +G1X19, F2X20 +G2X19 41 X11, X15 +X18

21 F1X18 +G1X17, F2X18 +G2X17 42 X19, µt∂t + (1 + νtu1)∂u2
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Системи ЗДР вигляду (1), iнварiантнi вiдносно двовимiрних алгебр Лi.

X1 : u̇1 = u1+µ
1 F1(u2u

−ν
1 ), u̇2 = uν+µ

1 F2(u2u
−ν
1 );

X2 : u̇1 = uµ2F1(u2e
−u1), u̇2 = uµ+1

2 F2(u2e
−u1);

X3 : u̇1 = eµu2F1(νu2 − u1), u̇2 = eµu2F2(νu2 − u1);

X4 : u̇1 = u1(λ ln |u1|+ F1(u2u
−ν
1 )), u̇2 = u2(λ ln |u2|+ F2(u2u

−ν
1 ));

X5 : u̇1 = λu1 + F1(u2e
−u1), u̇2 = λu1u2 + u2F2(u2e

−u1);

X6 : u̇1 = λu1 + F1(νu2 − u1), u̇2 = λu2 + F2(νu2 − u1).

Системи ЗДР вигляду (1), iнварiантнi вiдносно тривимiрних алгебр Лi. Перед кожною
системою наведена реалiзацiя Rn алгебр Лi, де n — номер реалiзацiї з табл. 1.

R2 : u̇1 = C1u
1+µ
1 uν2 , u̇2 = C2u

µ
1u

1+ν
2 ;

R3 : u̇1 = u1(λ lnu1 + ν lnu2 + C1), u̇2 = u2(σ lnu1 + γ lnu2 + C2);

R7 : u̇1 = u1(λ lnu1 + νu2 + C1), u̇2 = σ lnu1 + γu2 + C2;

R9, µ 6= 0 : u̇1 =
ν

µ
+ C1e

µ
2
u2

1
−µu2 , u̇2 =

ν

µ
u1 + (C1u1 + C2)e

µ
2
u2

1
−µu2 ;

µ = 0 : u̇1 = ν(2u2 − u21) + C1, u̇2 = 2νu1(2u2 − u21) + u1 + C2;

R11 : u̇1 = −
σ

2
u21 + γu1 + σu2 + C1,

u̇2 = −
σ

2
u31 +

(
γ −

λ

2

)
u21 + (ν + C1 + σu2)u1 + λu2 + C2;

R13, λ = 0 : u̇1 =
ν

2
(µu1−u2) ln(u

2
1+u22)+C1u1−µν(µu1−u2) arctg

u2
u1

+(C2+ν)u2,

u̇2 =
ν

2
(µu2+u1) ln(u

2
1+u22)+C1u2−µν(µu2+u1) arctg

u2
u1

−(C2+ν)u1;

R14, λ = 0 : u̇1 = νu1 arctg
u2
u1

+ C1u1 + C2u2, u̇2 = νu2 arctg
u2
u1

+C1u2 −C2u1;

R17, µ = ν = 0 : u̇1 = C1

√
u21 − 2u2, u̇2 = C1u1

√
u21 − 2u2 +C2(u

2
1 − 2u2); (6)

R19 : u̇1 = C1u
µ−ν+1
1 e

ν
u2
u1 , u̇2 = (C1u

µ−ν
1 u2 + C2u

µ−ν+1
1 )e

ν
u2
u1 ;

R20 : u̇1 = u1((λ− ν) lnu1 +C1) + νu2,

u̇2 = u1((λ− ν − γ + σ) lnu1 + C2) + u2

(
ν + γ + (λ− ν) lnu1 + C1 + ν

u2
u1

)
;

R21 : u̇1 = u1g1 + u2g2, u̇2 = u2g1 − u1g2,

де g1 =
µσ + λ

2
ln(u21 + u22) + (ν + µ(γ − λ)− σµ2) arctg

u2
u1

+ C1,

g2 = −
σ

2
ln(u21 + u22) + (µσ − γ) arctg

u2
u1

+ (C2 + σ);
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R22 : u̇1 = C1u
1+µ
1 eνu2 , u̇2 = C2u

µ
1e

νu2 ;

R26 : u̇1 = C1e
u1
2
(2ν−µu1)+µu2 , u̇2 = (C1u1 + C2)e

u1
2
(2ν−µu1)+µu2 ;

R38, µ 6= 0 : u̇1 =
ν

µ
u1 + C1u

µ+1
1 e

−

µu2
u1 , u̇2 =

ν

µ
(u1 + u2) + (C1u2 + C2u1)u

µ
1e

−

µu2
u1 ;

µ = 0 : u̇1 = νu2 + u1(C1 − ν ln |u1|),

u̇2 = C2u1 − ν(u1 + u2) ln |u1|+

(
ν + C1 +

νu2
u1

)
u2.

Перетворення еквiвалентностi. Отриманi класи систем можуть допускати однопа-
раметричнi групи перетворень, якi не виводять систему з цього класу. Цi перетворення
породжуються операторами вигляду

Q = ϕ(t)∂t + (αab(t)ub + βa(t))∂ua .

Q є таким оператором тодi i тiльки тодi, коли комутатори його першого продовжен-
ня Q(1) з першими продовженнями знайдених (лiнiйно незалежних) операторiв лiївської
симетрiї Ys, s = 1, l, систем з класу є лiнiйними комбiнацiями тих же операторiв з функцiо-
нальними коефiцiєнтами, тобто

[Q(1), Ys] = γss′(t, u1, u2)Ys′ , s = 1, l. (7)

Знайдемо такi перетворення для системи, iнварiантної вiдносно реалiзацiї R14, (див. (6)):

u̇1 = νu1 arctg
u2
u1

+ C1u1 + C2u2, u̇2 = νu2 arctg
u2
u1

+ C1u2 − C2u1. (8)

Вважаємо, що ν 6= 0, оскiльки в протилежному випадку маємо лiнiйну систему ЗДР зi
сталими коефiцiєнтами. Система (8) допускає тривимiрну алгебру Лi з операторами

X0 = ∂t, X1 = u1∂u1
+ u2∂u2

, X2 = νtX1 − u2∂u1
+ u1∂u2

. (9)

Запишемо їх першi продовження

Y1 = ∂t, Y2 = X1 + u̇1∂u̇1
+ u̇2∂u̇2

,

Y3 = X2 + (νu1 + νtu̇1 − u̇2)∂u̇1
+ (νu2 + νtu̇2 + u̇1)∂u̇2

.

Перше продовження оператора Q має вигляд

Q(1) = Q+ (α̇ab(t)ub + αab(t)u̇b + β̇a(t)− u̇aϕ̇(t))∂u̇a .

З рiвнянь, отриманих з умови (7) для s = 1, дiстаємо

α11 = κ11 + γ2t+
νγ3
2

t2, α12 = κ12 − γ3t,

α21 = κ21 + γ3t, α22 = κ22 + γ2t+
νγ3
2

t2,

ϕ = κ0 + γ1t, γa = const, βa = const.
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Розглянувши умову (7) для s = 2, 3, маємо

βa = 0, κ11 = κ22, κ12 = −κ21.

Отже, оператор Q є лiнiйною комбiнацiєю операторiв

∂t, u1∂u1
+ u2∂u2

, t(u1∂u1
+ u2∂u2

)− u2∂u1
+ u1∂u2

,

t∂t, −u2∂u1
+ u1∂u2

,
νt2

2
(u1∂u1

+ u2∂u2
) + t(−u2∂u1

+ u1∂u2
).

Першi три оператори є операторами лiївської симетрiї системи (8). Тому групи перетво-
рень, якi вiдповiдають цим операторам, не змiнюють систему. Останнiй оператор є нелiївсь-
ким, але породжує перетворення з групи еквiвалентностi.

Оператор t∂t вiдповiдає групi масштабних перетворень змiнної t. Групу масштабних пе-
ретворень можна розширити за допомогою дискретних перетворень замiною знаку t на про-
тилежний. За допомогою перетворення t → νt, можна вiднормувати константу ν в 1. Тодi
система (8) набуде вигляду

u̇1 = u1 arctg
u2
u1

+ C̃1u1 + C̃2u2, u̇2 = u2 arctg
u2
u1

+ C̃1u2 − C̃2u1, (10)

де C̃a = ν−1Ca.
Оператор −u2∂u1

+ u1∂u2
вiдповiдає групi поворотiв залежних змiнних. Поворот

u1 → u1 cos C̃1 + u2 sin C̃1, u2 → u2 cos C̃1 − u1 sin C̃1

вiдображає систему (10) у систему такого ж вигляду, де C̃1 = 0.
Розглянемо тепер оператор

νt2

2
(u1∂u1

+ u2∂u2
) + t(−u2∂u1

+ u1∂u2
).

Йому вiдповiдає однопараметрична група перетворень залежних змiнних

u1 → e
εt2

2 (u1 cos εt− u2 sin εt), u2 → e
εt2

2 (u2 cos εt+ u1 sin εt).

Перетворення довiльних елементiв ν, Ca класу (8) задаються формулами ν → ν, C1 → C1,
C2 → C2−ε. Якщо вибрати параметр ε = C̃2, то система рiвнянь (10) зведеться до вигляду:

u̇1 = u1 arctg
u2
u1

, u̇2 = u2 arctg
u2
u1

. (11)

Отже, з точнiстю до отриманих перетворень еквiвалентностi замiсть класу систем (8)
достатньо розглянути їх простий представник (11), що не включає довiльних сталих. Та-
ким же чином можна звести до бiльш простих всi системи наведенi у пунктi 3, але ми
надали перевагу заданню систем у бiльш загальнiй формi (6).

Висновки. У роботi проведено повну групову класифiкацiю систем ЗДР першого по-
рядку вигляду (1) вiдносно допустимих груп лiнiйних перетворень для залежних змiнних u1
i u2. Знайденi рiвняння допускають дво- або тривимiрнi алгебри симетрiй. Якщо система
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ЗДР допускає тривимiрну алгебру Лi, то вона може бути проiнтегрована у квадратурах
з використанням стандартного алгоритму Лi без залучення оператора X0. Системи, що
допускають двовимiрнi алгебри Лi, можна звести до напiвзачепленої системи, яка також
iнтегрується у квадратурах. Процедура iнтегрування рiвнянь, якi допускають пiдхожi ал-
гебри лiївських симетрiї, вiдома i описана в монографiях [2, 6, 10]. Наведемо приклад її
використання.

Розглянемо систему (8), що допускає оператори лiївської симетрiї (9).
Введемо новi змiннi ũ1 = ũ1(u1, u2) та ũ2 = ũ2(u1, u2) таким чином, щоб оператори X1

i X2 перетворилися на оператори зсувiв по новим змiнним. Такi змiннi є розв’язками на-
ступної системи рiвнянь:

X1ũ1 = 1, X1ũ2 = 0, X2ũ1 = 0, X2ũ2 = 1,

звiдки

ũ1 =
1

2
ln(u21 + u22)− νt arctg

u2
u1

, ũ2 = arctg
u2
u1

.

Тодi система рiвнянь (8) та оператори (9) приймають вигляд:

˙̃u1 = C1 + C2νt, ˙̃u2 = −C2,

X̃1 = ∂ũ2
, X̃2 = ∂ũ1

.

Отриману систему ЗДР можна легко проiнтегрувати:

ũ1 = C1t+
C2ν

2
t2 + C3, ũ2 = −C2t+ C4.

Повертаючись до функцiй u1 та u2 отримуємо розв’язок системи (8):

u1 = e−
C2ν

2
t2+(C4ν+C1)t+C3 cos (C2t− C3),

u2 = −e−
C2ν

2
t2+(C4ν+C1)t+C3 sin (C2t− C3).

Аналогiчним чином iнтегруються всi системи з перелiку (6).
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Systems of two first-order ordinary differential equations invariant with

respect to linear realizations of Lie algebras

The complete group classification of systems of two first-order ordinary differential equations with

respect to transformations linear in dependent variables is carried out.
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