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Деякi властивостi ортогональних у крузi двовимiрних

полiномiв

Встановлено новi властивостi ортогональних у крузi полiномiв двох змiнних, якi ви-

користано для знаходження власних функцiй iнтегральних операторiв типу ньюто-

нiвського потенцiалу. Отриманi спiввiдношення є базовими для застосування методу

ортогональних полiномiв до розв’язання сингулярних iнтегральних рiвнянь.

Серед численних пiдходiв до розв’язання задач теорiї пружностi, аеро-, гiдро-, електро-
динамiки особливе мiсце займають iнтегральнi рiвняння типу ньютонiвського потенцiалу.
Одним iз методiв, який дозволяє отримати розв’язки одновимiрних iнтегральних рiвнянь
цього класу в аналiтичному виглядi, є метод ортогональних многочленiв [1]. Однак розвиток
цього методу на випадок двовимiрних iнтегральних рiвнянь наштовхується на принципо-
вi труднощi математичного характеру, якi обумовленi двома причинами: вибором системи
ортогональних полiномiв двох змiнних та встановленням спектральних спiввiдношень для
вiдповiдних сингулярних операторiв.

У данiй роботi встановлено новi властивостi системи ортонормованих у крузi полiномiв
двох змiнних, якi розглядаються як узагальнення системи вiдомих гармонiйних полiномiв.
Цi властивостi використано для знаходження спектральних спiввiдношень для деяких син-
гулярних iнтегральних операторiв.

Розглянемо систему полiномiв двох змiнних x = {x1, x2} [2], яка у полярнiй системi
координат x1 = r cosφ, x2 = r sinφ набуває вигляду

f1,β
nj (x) = hβnjr

n−2jP
(β,n−2j)
j (2r2 − 1)u

(1)
n−2j(φ), 0 6 2j 6 n,

f2,β
nj (x) = hβnjr

n−2jP
(β,n−2j)
j (2r2 − 1)u

(2)
n−2j(φ), 0 6 2j 6 n− 1,

(1)

де hβnj =

√
2(1 + n+ β)j!Γ(1 − j + n+ β)

π(n− j)!Γ(1 + j + β)
; P (β,α)

m (x) — полiноми Якобi; u(2)m (φ) = sin(mφ);

u(1)m (φ) = θm cos(mφ); θ0 = 1/
√
2, θm = 1 для m > 0.

Легко переконатися, що вирази (1) описують полiноми двох змiнних степеня n, якi ор-
тонормованi в крузi одиничного радiуса C = {(x1, x2) : |x| 6 1} з вагою w(β, x) = (1− |x|2)β
вiдносно скалярного добутку 〈f, g〉 =

∫∫
C

w(β, y)f(y) × g(y) dsy . Для кожного n задається

n + 1 полiномiв, що утворюють базис у просторi ортогональних полiномiв степеня n. За-
уважимо, що цей простiр може мати iншi базиси. У цьому й полягає основна труднiсть
при дослiдженнi полiномiв багатьох змiнних. Очевидно, що за умови j = 0 з (1) отримуємо
гармонiйнi полiноми, ортогональнi в одиничному крузi.

Нехай функцiя f(x) визначена в крузi C та задовольняє умову

∫∫

C

w(β, y)f2(y) dsy < ∞.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2009, №12 27



Тодi для цiєї функцiї можна визначити коефiцiєнти Фур’є за системою ортонормованих
полiномiв (1):

a1,βnj = 〈f1,β
nj , f〉, a2,βnj = 〈f2,β

nj , f〉.

У результатi кожнiй функцiї f(x) ставиться у вiдповiднiсть ряд Фур’є

f(x) ∼ a1,β00 +

∞∑

n=1

∑

062j6n−1

[a1,βnj f
1,β
nj (x) + a2,βnj f

2,β
nj (x)]. (2)

Як i у випадку однiєї змiнної, поведiнка ряду Фур’є (2) визначається властивостями функцiї
f(x). Наведена нижче лема, яка є наслiдком теореми 7.6 iз [2], формулює умови збiжностi
ряду Фур’є до функцiї f(x).

Лема 1. Якщо функцiя f(x) неперервна в крузi C та має в ньому неперервнi частиннi

похiднi першого порядку, то за умови β > −1 її ряд Фур’є за системою ортонормованих

полiномiв (1) збiгається рiвномiрно до неї для внутрiшнiх точок круга C.

Розглянемо слабосингулярний iнтегральний оператор

Lµ(β;x)g =

∫∫

C

w(β, y)|x − y|2µg(y) dsy , −1 < µ < 0, β > −1,

та доведемо важливе для дальшого викладу твердження.
Теорема 1. Справедливi такi формули:

Lµ(β;x)

{
f1,β
nj

f2,β
nj

}
=δjnµh

β
njr

n−2j

{
u
(1)
n−2j(φ)

u
(2)
n−2j(φ)

}

2F1(n−j−µ,−1−j−β−µ; 1+n−2j; r2), (3)

де

δjnµ = − sin(πµ)
(−1)jΓ(β + j + 1)Γ2(µ+ 1)Γ(n − j − µ)

j!(n − 2j)!Γ(β + j + 2 + µ)
;

2F1(a, b; c;x) — функцiя Гаусса.

Для доведення теореми використаємо методику обчислення аналогiчних iнтегралiв,
викладену в роботi [3]. Розглянемо першу рiвнiсть i для зручностi покладемо J(r, φ) =

= (Lµ(x)f
1,β
nj )/hβnj . Перейшовши до полярної системи координат y = {ρ cosϕ, ρ sinϕ}, пода-

мо J(r, φ) через повторний iнтеграл за змiнними ρ та ϕ. Маємо

J(r, φ) =

1∫

0

2π∫

0

ρm+1(1− ρ2)βP
(β,m)
j (2ρ2 − 1)[ρ2 − 2ρr cos(ϕ− φ) + r2]µ cos(mϕ) dϕdρ,

де m = n − 2j.
Для обчислення внутрiшнього iнтеграла скористаємось iнтегральним поданням приєд-

наної функцiї Лежандра P−m
µ (z) [4]

Pm
ν (z) cos(mφ) =

Γ(ν +m+ 1)

2πΓ(ν + 1)

2π∫

0

[
z +

√
z2 − 1 cos(ϕ− φ)

]ν
cosmϕdϕ,
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де Γ(x) — гамма-функцiя Ейлера; для вибору однозначної вiтки функцiї Pm
µ (z) проведено

розрiз вздовж дiйсної осi вiд −∞ до +1.
Опускаючи подальшi тотожнi перетворення, отримуємо

2π∫

0

[ρ2 − 2ρr cos(ϕ− φ) + r2]µ cos(mϕ) dϕ = 2αmµ|ρ2 − r2|µP−m
µ

(
ρ2 + r2

|ρ2 − r2|

)
cos(mφ),

де αmµ = (−1)mπΓ(1 + µ)/Γ(1 + µ−m).
Таким чином, доходимо висновку, що

J(r, φ) = 2αmµ cos(mφ)

1∫

0

ρm+1(1− ρ2)β |ρ2 − r2|µP (β,m)
j (2ρ2 − 1)P−m

µ

(
ρ2 + r2

|ρ2 − r2|

)
dρ.

Використання позначення d = r2 та замiни змiнної iнтегрування за формулою u = ρ2 дає

J(v, φ) = αmµ cos(mφ)

1∫

0

um/2(1− u)βP
(β,m)
j (2u − 1)|u − v|µP−m

µ

(
u+ d

|u− d|

)
du.

Для обчислення цього iнтеграла використаємо властивiсть згортки Меллiна двох фун-
кцiй, яку описує рiвнiсть [5]

∞∫

0

f1(u)f2

(
z

u

)
du

u
=

1

2πi

c+i∞∫

c−i∞

f∗

1 (s)f
∗

2 (s)z
−sds, (4)

де f∗

i (s) — трансформанта Меллiна функцiї fi(x); c — деяка дiйсна константа. У нашому
випадку

J(v, φ) = αmµ cos(mφ)

∞∫

0

f1(u)f2

(
d

u

)
du

u
,

де

f1(u) =

{
uµ+

m

2
+1(1− u)βP

(β,m)
j (2u− 1), 0 6 u 6 1,

0, u > 1,

f2(p) = |1− p|µP−m
µ

(
1 + p

|1− p|

)
.

Вирази для трансформант Меллiна функцiї f1(x) i f2(p) дають формули [5]

f∗

1 (s)=
(−1)jΓ(s+m/2+µ+1)Γ(β+j+1)Γ(j+m/2−µ−s)

j!Γ(m/2 − µ− s)Γ(j+β+s+m/2+µ+2)
, Re s>−1

2
(2+m+2µ);

f∗

2 (s) =
Γ(m/2− µ− s)Γ(1 + µ)Γ(m/2 + s)

Γ(s+m/2 + µ+ 1)Γ(m− µ)Γ(1 +m/2− s)
, −m

2
< Re s <

m

2
− µ.

(5)
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Пiсля пiдстановки (5) у (4) та подальшої замiни s +m/2 = t матимемо

J(v, φ) =
γjmµv

m/2 cosmφ

2πi

c+i∞∫

c−i∞

Γ(t)Γ(j +m− µ+ t)

Γ(1 +m+ t)Γ(2 + j + β +m− t)
d−tdt,

де

γjmµ =
(−1)jΓ(β + j + 1)Γ(µ + 1)

j!Γ(m− µ)
αmµ, 0 < c < m− µ.

Очевидно, що остання нерiвнiсть виконується тiльки за умови m > µ. Враховуючи обме-
ження, накладенi на параметр µ, доходимо висновку, що ця умова справедлива для всiх
цiлих невiд’ємних чисел m.

Застосовуючи означення функцiї Мейєра G11
22

(
z

∣∣∣∣
a1, a2
b1, b2

)
через iнтеграл Меллiна–Барн-

са [5], отримуємо

J(r, φ) = γjmµr
m cosmφG11

22

(
r2
∣∣∣∣
1− j −m+ µ, 2 + j + β +m

0, −m

)
. (6)

Беручи до уваги спiввiдношення мiж G-функцiями Мейєра i гiпергеометричними фун-
кцiями [5], рiвнiсть (6) запишемо у виглядi

J(r, φ) =
γjmµΓ(j +m− µ)

m!Γ(β + j + 2 + µ)
rm cosmφ2F1(j +m− µ,−1− j − β − µ; 1 +m; r2).

Звiдси пiсля елементарних перетворень отримуємо першу рiвнiсть у (3). Аналогiчними мiр-
куваннями доводимо i другу рiвнiсть у (3).

Розглянемо деякi наслiдки з доведеної теореми.
Наслiдок 1. Для ортонормованих полiномiв

s1nj(r, φ) = νnjr
n−2jP

(−1/2,n−2j)
j (2r2 − 1)u

(1)
n−2j(φ), 0 6 2j 6 n,

s2nj(r, φ) = νnjr
n−2jP

(−1/2,n−2j)
j (2r2 − 1)u

(2)
n−2j(φ), 0 6 2j 6 n− 1,

справедливi спектральнi спiввiдношення

L
−1/2(−1/2; r, φ)

{
s1nj
s2nj

}
= λn,j

{
s1nj
s2nj

}
, (7)

де

νnj = h
−1/2
nj , λnj =

πΓ(j + 1/2)Γ(−j + n+ 1/2)

j!(n − j)!
.

Для доведення достатньо в (3) покласти µ = −1/2, β = −1/2 та застосувати формулу [6]

P (a,b)
n (x) =

(a+ 1)n
n!

2F1

(
−n, n+ a+ b+ 1; a+ 1;

1− x

2

)
. (8)
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Наслiдок 2. Для ортонормованих полiномiв

v1nj(r, φ) = τnjr
n−2jP

(1/2,n−2j)
j (2r2 − 1)u

(1)
n−2j(φ), 0 6 2j 6 n,

v2nj(r, φ) = τnjr
n−2jP

(1/2,n−2j)
j (2r2 − 1)u

(2)
n−2j(φ), 0 6 2j 6 n− 1,

справедливi спектральнi спiввiдношення

L̃
−3/2(r, φ)

{
v1nj
v2nj

}
= γnj

{
v1nj
v2nj

}
, (9)

де

L̃
−3/2(x)g = f.p.

∫∫

C

w(1/2, y)|x − y|−3g(y) dsy ;

γnj = −4πΓ(j + 3/2)Γ(−j + n+ 3/2)

j!(n − j)!
; τnj = h

1/2
nj .

Тут f.p. означає, що iнтеграл розглядається в сенсi скiнченної частини за Адамаром.

Для доведення використаємо той факт, що [7]

L̃
−3/2(x)g = ∆xL−1/2(1/2, x)g,

де ∆x — оператор Лапласа.
За доведеною теоремою

L
−1/2

(
1

2
; r, φ

){
v1n,j
v2n,j

}
= σnjτnjr

n−2j

{
u
(1)
n−2j(φ)

u
(2)
n−2j(φ)

}

2F1

(
n−j+

1

2
,−1−j; 1+n−2j; r2

)
,

де

σnj =
(−1)jπΓ(3/2 + j)Γ(n − j + 1/2)

j!(j + 1)!(n − 2j)!
.

Використовуючи формули диференцiювання функцiй Гаусса, отримуємо

∆(r,φ)

(
L
−1/2

(
1

2
; r, φ

){
v1nj
v2nj

})
=

= χnjr
n−2j

{
u
(1)
n−2j(φ)

u
(2)
n−2j(φ)

}(
j2F1

(
n− j +

3

2
, 1− j; 2 + n− 2j; r2

)
−

− (1− j + n)2F1

(
n− j +

3

2
,−j; 2 + n− 2j; r2

))
,

де

χnj =
2(1 + j)(1 − 2j + 2n)

1− 2j + n
σnjτnj.
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З урахуванням рекурентного спiввiдношення для функцiй Гаусса [6]

(c− a− 1)2F1(a, b; c;x) + a2F1(a+ 1, b; c;x) − (c− 1)2F1(a, b; c− 1;x)

маємо

∆(r,φ)

(
L
−1/2

(
1

2
; r, φ

){
v1n,j
v2n,j

})
=

= −(1− 2j + n)χjnr
n−2j

2F1

(
n− j +

3

2
,−j; 1 + n− 2j; r2

){
u
(1)
n−2j(φ)

u
(2)
n−2j(φ)

}
.

Тепер, беручи до уваги формулу (8), приходимо до рiвностi (9), що i потрiбно було
показати.

Отриманi спiввiдношення (7) i (9) є базовими для застосування методу ортогональних
полiномiв до розв’язання iнтегральних рiвнянь L

−1/2(x)g = f(x) i L̃
−3/2(x)g = f(x).
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Some properties of two-dimensional polynomials orthogonal on a disk

New properties of orthogonal polynomials in two variables in the disk are investigated. It is shown

that such polynomials are the eigenfunctions of the integral operators in the form of the Newtonian

potential. The proposed formulae allow one to develop the orthogonal polynomial technique for

solving the two-dimensional singular integral equations.
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