
УДК 517.547.2

© 2009

А.Г. Бакан

Разложение обратной величины целой функции

на простые дроби

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины П.М. Тамразовым)

Наведенi новi достатнi умови розкладностi на простi дроби оберненої величини цiлої

функцiї однiєї комплексної змiнної.

В данной работе результаты о поведении целых и мероморфных функций, полученные
А. Баерштейном [1], И.В. Островским [2] и В. Хейманом [3], применяются для ослабления
условий разложимости на простые дроби обратной величины целой функции, которые были
ранее найдены М.Г. Крейном [4], Б.Я. Левиным [5], Л. де Бранжем [6], П. Кусисом [7]
и Г. Педерсеном [8].

Определения. Для целой функции f и 0 < ρ < ∞ определим Mf (r) := sup
|z|=r

|f(z)|,

r > 0, ρf := lim
r→∞

[log log Mf (r)]/log r, σf (ρ) := lim
r→∞

r−ρ log Mf (r), и пусть Λf обозначает

множество всех нулей f . Говорят, что f имеет экспоненциальный тип, если σf (1) < ∞,
и минимальный экспоненциальный тип, если σf (1) = 0. Пусть R

+ := [0,+∞), B(R+) —
семейство всех борелевских подмножеств R

+, m — мера Лебега на R и B0(R
+) := {A ∈

∈ B(R+) : lim
r→+∞

m([0, r]
⋂

A)/r = 0}.

Для произвольного q ∈ Z введем класс ESq таких трансцендентных целых функций f ,
которые имеют только простые нули и

∑

λ∈Λf

1

(1 + |λ|)q+1 |f ′(λ)|
< ∞.

Будем говорить, что целая функция f принадлежит классу K
q, если f ∈ ESq и в случае

q 6 0 имеет место равенство

1

f(z)
=

∑

λ∈Λf

1

f ′(λ)(z − λ)
, z ∈ C \ Λf ,

а если q > 1, то существует такой полином P степени q, который имеет все простые корни
на множестве C \ Λf и справедливо разложение вида

1

f(z) · P (z)
=

∑

λ∈ΛP

1

f(λ)P ′(λ)(z − λ)
+

∑

λ∈Λf

1

f ′(λ)P (λ)(z − λ)

при любом z ∈ C \ Λf .
Напомним, что классом Картрайт [9, c. 115] называется класс целых функций экспонен-

циального типа, удовлетворяющих условию
∫

R

(1 + x2)−1| log |f(x)|| dx < ∞
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(см. [5, гл. 5, теорема 7]). В 1946 г. Н.И. Ахиезер [10] ввел, а в 1956 г. Б.Я. Левин (см. [9,
гл. 5]) обозначил через A класс тех целых функций f , нули которых удовлетворяют

∑

λ∈Λf\{0}

∣

∣

∣

∣

Im
1

λ

∣

∣

∣

∣

< ∞.

Основные результаты. Используя методы и результаты работ [1, 2], получаем сле-
дующее утверждение.

Теорема 1. Пусть q ∈ Z и f ∈ ESq . Функция f принадлежит классу A
⋂

K
q тогда

и только тогда, когда f принадлежит классу Картрайт и существует такое множество
E ∈ B0(R

+) и такое неотрицательное целое число N , что

|y|N |f(iy)| → +∞ при |y| → +∞, |y| ∈ R
+ \ E.

Результаты M.Г. Kрейна [4] (см. также [9, теорема 3, с. 116]), Б.Я. Левина [9, гл. 5, § 6]
и Луи де Бранжа [6, с. 826, лемма 2 с G(z) ≡ 1] являются частными случаями теоремы 1.

Доказательство следующей теоремы основывается на формуле выпуклости Карлемана–
Цуи–Хейнса (см. [3, теорема 8.1, с. 536]). Схема доказательства этой теоремы была предло-
жена автору М.Л. Содиным.

Теорема 2. Пусть q ∈ Z и f ∈ ESq . Если f является целой функцией минимального
экспоненциального типа, то f принадлежит классу K

q.
При q = 0 и Λf ⊂ R теорема 2 совпадает с теоремой Г. Педерсена [8, теорема 6.6, с. 51].
Использование теоремы С.Н. Бернштейна об уточненном порядке (см. [5, гл. 1, тео-

рема 31]) вместе с результатами работ [1–3] позволяет доказать следующее утверждение.
Обозначим через [x] целую часть действительного числа x.

Теорема 3. Пусть q ∈ Z и целая функция f ∈ ESq имеет конечный порядок ρf .
1. Если существует n > [2ρf ] + 1 точек 0 6 ϕ1 < ϕ2 < · · · < ϕn < 2π (ρf > 1 влечет

n > 3), удовлетворяющих

ϕk+1 − ϕk <
π

ρf

, 1 6 k 6 n − 1, 2π + ϕ1 − ϕn <
π

ρf

,

и существует такое неотрицательное целое число N , что

rN |f(reiϕk)| → +∞ при r → +∞, r ∈ R
+ \ Ek, 1 6 k 6 n

c некоторыми Ek ∈ B0(R
+), 1 6 k 6 n, то f принадлежит классу K

q.
2. Если f принадлежит классу K

q, то для каждого θ ∈ (−π, π] существует такое
множество Eθ ∈ B0(R

+), что

r1+q+[ρf ]f(reiθ) → ∞ при r → +∞, r ∈ R
+ \ Eθ;

причем Eθ = ∅ для почти всех θ ∈ (−π, π] относительно меры Лебега m и
⋃

θ∈(−π,π]

Eθ ∈ B0(R
+).

Для ρf = 1 первый пункт теоремы 3 был доказан П. Кусисом [7, с. 203] при n > 4. Иной
вид необходимого и достаточного условия принадлежности f классу

⋃

q∈Z

K
q при ρf 6 1 был

недавно найден В.Б. Шерстюковым.
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The decomposition of the inverse quantity of an entire function in

primary fractions

We give new sufficient conditions for the inverse quantity of an entire function of one complex-

valued variable to be presented in the form of a series of primary fractions.
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