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Математичне моделювання розподiлу корисних копалин

за допомогою iнтерлiнацiї функцiй трьох змiнних

(Представлено академiком НАН України I. В. Сергiєнком)

Будуються i дослiджуються оператори iнтерлiнацiї (blending function interpolation)
функцiї 3-х змiнних зi слiдами цiєї функцiї на системi прямих, паралельних осi Oz i не-
регулярно розмiщених в областi дослiдження. При побудовi цих операторiв використо-
вуються узагальненi формули Шепарда i Тейлора–Рвачова.

1. Постановка задачi. Математичне моделювання приповерхневого шару Землi (кори
Землi) використовує результати аналiзу бурiння свердловин, сейсморозвiдку, результати
змiни гравiтацiйного та магнiтного полiв вздовж траєкторiй руху штучних супутникiв пла-
нети тощо. Експериментальнi данi, отриманi за допомогою бурiння свердловин, являють
собою набiр прямих — свердловин Γk : (Xk, Yk, z); Xk, Yk ∈ E, E = [0, 1]; 0 6 z 6 H,
k = 1,M , та функцiй fk(z), k = 1,M , що є розподiлом щiльностi грунту залежно вiд гли-
бини z у свердловинi Γk. Вiсь Oz системи координат Oxyz направлена в глибину планети.
Тобто, вiдомими є:

а) система прямих Γk, k = 1,M ;
б) система слiдiв на цих лiнiях деякої функцiї (взагалi кажучи, невiдомої) f(x, y, z) ∈

∈ Cr(D), D = E2, r > 0, fk(z) = f(Xk, Yk, z), k = 1,M .
Треба побудувати за допомогою цiєї iнформацiї оператори iнтерлiнацiї LM ({Γk};x, y, z)

з властивостями: LM (({Γk};Xj , Yj , z) = fj(z), j = 1,M .
Ця задача, як i задача iнтерполяцiї, не має єдиного розв’язку, але при деяких обмежен-

нях на систему прямих Γk такi оператори iснують i єдинi.
2. Аналiз вiдомих результатiв. Вказанi вище експериментальнi данi мають ряд особ-

ливостей, що утруднюють їх використання для математичного моделювання структури
приповерхневого шару планети.

Це, по-перше, нерегулярне розмiщення точок Pk(xk, yk), k = 1,M , на поверхнi, яку ми
умовно будемо ототожнювати з площиною z = 0 (на практицi точки початку свердловини
знаходяться на рiзних висотах, тому для математичної обробки таких даних необхiдно зве-
сти їх до однiєї висоти над рiвнем океану). Ця нерегулярнiсть не дозволяє використовувати
для математичного моделювання класичнi методи, в яких iстотним є регулярне розмiщен-
ня: Pk,ℓ(xk, yℓ), k = 1,M , ℓ = 1,M .

По-друге, функцiї fk(z), k = 1,M , мають розриви першого роду у точках, де змiню-
ється структура керну (чорнозем, глина, пiсок, вода, гранiт, сiль, руда, вугiлля, нафта,
газ тощо мають рiзнi щiльностi, причому точки розриву розмiщенi нерегулярно залежно
вiд глибини z i їх кiлькiсть може бути рiзною для рiзних свердловин). Це означає, що
використання похiдних високого порядку для оцiнки похибки наближення неможливе — їх
нема в реальностi.
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Тому актуальною є розробка i дослiдження такого математичного апарату для мате-
матичного моделювання приповерхневого розподiлу порiд, який би дозволив отримати ма-
тематичну модель для довiльного розподiлу точок Pk(xk, yk), k = 1,M , на поверхнi (з об-
меженнями, що не допускають значного скупчення свердловин у частинi Q ⊂ D ⊂ E2

областi D дослiдження), яка для деякого класу функцiй розподiлу давала б допустимi
з практичної точки зору наближення. Таку можливiсть надає теорiя iнтерлiнацiї функцiй
трьох змiнних на системi довiльних прямих, паралельних осi Oz, що пропонується i до-
слiджується в данiй роботi. Вона iстотно використовує глобальну iнтерполяцiйну формулу
Шепарда i формулу Тейлора–Рвачова.

Оператори полiномiальної iнтерлiнацiї Lm,nf(x, y) функцiй двох змiнних на системi вза-
ємно перпендикулярних прямих x = Xi, y = Yj, i = 1,m, j = 1, n, дослiджувалися в робо-
тах [1–9]. Полiномiальний базис xi, yj, xiyj , 0 6 i 6 m − 1; 0 6 j 6 n − 1, що задовольняє
диференцiальне рiвняння ∂m+nu/(∂xm∂yn) = 0, є частинним випадком базису, що задо-
вольняє диференцiальне рiвняння загального вигляду

m
∑

p=0

ap(x)
∂p

∂xp

n
∑

q=0

bq(y)
∂qu

∂yq
= 0,

ap(x), bq(y) ∈ C(R). Це дозволяє стверджувати, що в загальному випадку можна отримати
кращу точнiсть наближення до конкретної функцiї f(x, y) або до конкретного класу функ-
цiй. Тому в роботах [10, 11] дослiджувалась iнтерлiнацiя на системi взаємно перпендику-
лярних прямих, яка використовувала для побудови узагальненi полiноми, що є розв’язками
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними i сталими коефiцiєнтами. При цьому ви-
користовувався класичний вибiр лiнiй iнтерлiнацiї — Pk,ℓ(xk, yℓ), k = 1,M , ℓ = 1,M . Для
математичного моделювання приповерхневого шару Землi за даними бурiння свердловин
виникає задача наближення функцiй трьох змiнних f(x, y, z) за допомогою їх слiдiв на сис-
темi паралельних прямих Γk, k = 1,M , що нерегулярно розмiщенi в D. Тому актуальною
є задача побудови i дослiдження операторiв iнтерлiнацiї функцiй трьох змiнних на кiлькох
прямих для випадку, коли прямi iнтерлiнацiї розмiщенi довiльно областi D. Для розв’язан-
ня цiєї задачi в данiй роботi пропонується використовувати узагальнення iнтерполяцiйної
формули Шепарда i багатоточкової формули Рвачова–Тейлора [5, 12, 13] на випадок iнтер-
лiнацiї функцiй трьох змiнних.

3. Оператори узагальненої iнтерлiнацiї функцiй трьох змiнних на системi па-

ралельних прямих. Дослiдимо iнтерлiнацiю функцiй трьох змiнних операторами, що ви-
користовують узагальненi полiноми

LM ({Γk};x, y, z) =
M
∑

k=0

fk(z)Lk(x, y),

Lk(x, y) =
M
∏

ℓ=1,ℓ 6=k

d(P,Pℓ)
q

d(Pk, Pℓ)q
,

P = (x, y), d(Pk , Pℓ) =
√

(Xk − Xℓ)2 + (Yk − Yℓ)2.

Нижче формулюються основнi твердження про властивостi цих операторiв узагальненої
полiномiальної iнтерлiнацiї на системi прямих, паралельних осi Oz, та представлення за-
лишкових членiв наближення з їх допомогою неперервних та диференцiйовних функцiй.
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Лема 1. Якщо q > 0, то допомiжнi функцiї Lj(x, y), j = 1,M , задовольняють умови

Lj(xk, yk) = δj,k, j, k = 1,M.

Лема 2. Якщо q > 0, то система допомiжних функцiй Lj(x, y), j = 1,M , є невiд’ємною

Lj(x, y) > 0 ∀ j = 1,M.

Лема 3. Якщо q > 0, то система допомiжних функцiй Lj(x, y), j = 1,M , є розкла-
денням одиницi

M
∑

j=1

Lj(x, y) = 1 ∀ (x, y) ∈ R2.

Теорема 1. Оператори

LM ({Γk})f(x, y, z) =
M
∑

k=0

f(xk, yk, z)Lk(x, y)

є операторами iнтерлiнацiї функцiї f(x, y, z) на системi прямих Γk, k = 1,M :

LM ({Γk})f(xj , yj, z) = f(xj, yj, z), 0 6 z 6 H, j = 1,M.

Теорема 2. Для залишку Rf(x, y, z) = (I − LM ({Γk}))f(x, y, z) наближення функцiї
f(x, y, z) оператором iнтерлiнацiї LM ({Γk}))f(x, y, z) виконується таке iнтегральне зо-
браження:

Rf(x, y) =

M
∑

k=1

1
∫

0

∂f(xk + t(x − xk), yk + t(y − yk), z)

∂t
dtLk(x, y) ∀ f ∈ C1(D).

Теорема 3. Для залишку Rf(x, y, z) виконується оцiнка

|Rf(x, y, z)| 6 C
M
∑

k=1

(|x − xk| + |y − yk|)Lk(x, y) ∀ f ∈ C1(D × [0,H]),

C = max
(x,y)∈D, 06z6H

{
∣

∣

∣

∣

∂f(x, y, z)

∂x

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂f(x, y, z)

∂y

∣

∣

∣

∣

}

.

Таким чином, максимальне значення похибки iстотно залежить вiд розмiщення прямих
iнтерлiнацiї Γk, k = 1,M , i оцiнюється через функцiю

Ψ(x, y, z) =

M
∑

k=1

(|x − xk| + |y − yk|)Lk(x, y) ∀ (x, y, z) ∈ (D × [0,H]).

Формула для операторiв LM({Γk})f(x, y, z) при фiксованих значеннях змiнної z, 0 6

6 z 6 H є глобальною iнтерполяцiйною формулою Шепарда при q = 1. Вона розгля-
далася в роботах [13, 14]. Зауважимо, що багатоточкова формула Тейлора, запропонована
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В.Л. Рвачовим [6], фактично є формулою Шепарда при q = 1. Нижче наведемо деякi тверд-
ження про швидкiсть збiжностi операторiв iнтерлiнацiї LM ({Γk}) f(x, y, z) функцiй трьох
змiнних, якi iстотно опираються на вiдомi властивостi глобальної формули Шепарда.

1. Лiнiйний оператор iнтерлiнацiї LM ({Γk}) f(x, y, z) є стiйким у тому розумiннi, що

min
16i6M

f(xi, yi, z) 6 LM ({Γk})f(x, y, z) 6 max
i

f(xi, yi, z) ∀ z 0 6 z 6 H.

2. Оператор LM ({Γk})f є оптимальним у деякому розумiннi серед усiх “унiверсально”
стiйких рацiональних iнтерполяцiйних операторiв. Але порядок апроксимацiї стiйких опе-
раторiв iнтерполяцiї не може перевищувати M−1/n, де n — розмiрнiсть простору R

n [14].
Це твердження справедливе також i для LM ({Γk})f при кожному фiксованому z.

3. Якщо p > 1, то LM ({Γk})f(x, y, z) має такi властивостi:

∂r+sLM({Γk})f(x, y, z)

∂xr∂ys
= 0, (x, y) = (xk, yk), 0 6 z 6 H, k = 1,M, r + s = 1.

4. Обчислення LM ({Γk})f(x, y, z) вимагає значної роботи. Цей недолiк можна усунути
за допомогою локальної версiї формули Шепарда, у якiй базиснi функцiї Lj(x, y) мають
“малi” компактнi носiї, геометрична форма яких залежить вiд розподiлу даних лiнiй iнтер-
лiнацiї Γk, k = 1,M .

З наведених результатiв видно, що оператори LM ({Γk})f (як додатнi оператори) мають
невисоку точнiсть. Але в роботi [15] доведено, що iнтерполяцiйнi оператори Шепарда функ-
цiї однiєї змiнної зберiгають глобальну гладкiсть функцiї f . Враховуючи важливу роль
операторiв, що зберiгають тi чи iншi властивостi наближуваної функцiї f , в деяких задачах
(зокрема, в дослiджуванiй в данiй роботi задачi) невелика точнiсть операторiв LM ({Γk})f
може бути не дуже суттєвою.
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Simulation of a distribution of minerals with the help of the

interlineation of functions of three variables

The operators of interlineation of a function of three variables (blending function interpolation)
with traces of this function on the system of straight lines parallel to the Oz axis are constructed
and investigated. These straight lines are irregularly placed in the region under study. On the
construction of these operators, the generalized Shepard’s and Taylor-Rvachev’s formulas are used.
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