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Запроваджено нове узагальнення гiпергеометричної функцiї Гаусса. Дослiджено її основ-

нi властивостi, встановлено деякi диференцiальнi, iнтегральнi спiввiдношення. Подано

деякi застосування, зокрема, iнтегральне рiвняння Вольтерра розв’язано в замкненiй

формi.

Актуальнiсть дослiдження функцiй гiпергеометричного типу пояснюється не тiльки тим,
що багато спецiальних функцiй, наприклад функцiї Бесселя, Лежандра, параболiчного ци-
лiндру тощо, можна розглядати як частиннi випадки, але й тим, що вони вiдiграють вагому
роль у рiзноманiтних питаннях фiзики, механiки, астрофiзики, квантової теорiї поля, бiоме-
дицини i самої математики [1–6] та iн. Серед спецiальних функцiй особливе мiсце займають
гiпергеометрична функцiя Гаусса, Е-функцiя Мак-Роберта, G-функцiя Мейєра, функцiї Ла-
урiчелла та iн. В останнi десятирiччя для практичних застосувань виявились важливими
узагальненi гiпергеометричнi функцiї за Райтом [7–9], зокрема, в [10] розглянуто (τ, β)-уза-
гальнену гiпергеометричну функцiю Гаусса

2F
τ,β
1

(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c − b)

1∫

0

tb−1(1 − t)c−b−1
2Ψ1

[
(a, 1); (c, τ);

(c, β);

∣∣∣∣∣ ztτ

]
dt, (1)

а в [9] — τ -узагальнену вироджену (конфлюентну) гiпергеометричну функцiю

1F
τ
1 (a; c; z) = 1Φ

τ
1(a; c; z) =

Γ(c)

Γ(a)Γ(c − a)

1∫

0

ta−1(1 − t)c−a−1eztτ dt, (2)

(τ, β)-узагальнену вироджену (конфлюентну) гiпергеометричну функцiю 1Φ
τ,β
1

(a; c; z). Ви-
явилось, що цi функцiї знаходять застосування при розв’язаннi складнiших задач матема-
тичної фiзики, теорiї ймовiрностей та математичної статистики, теорiї кодування, атомної
фiзики та iн. [6, 11].

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2009, №5 7



У данiй роботi запроваджено нове узагальнення гiпергеометричної функцiї Гаусса

2F1(a, b; c; z), дослiджено її основнi властивостi, подано деякi застосування.
1. Введемо узагальнену гiпергеометричну функцiю Гаусса у виглядi

rF̃ (a, b; c; z) = rF̃ (z) ≡

≡
1

B(b, c − b)

1∫

0

tb−1(1 − t)c−b−1(1 − zt)−a
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

r

t(1 − t)

)
dt, (3)

де Re c > Re b > 0, r > 0; r = 0, |z| < 1; Re γ > Reα > 0, {τ, β} ⊂ R, τ > 0, τ − β <

< 1, B(. . .) — бета-функцiя [12], 1Φ
τ,β
1

(a; c; z)− (τ, β)-узагальнена вироджена (конфлюентна)
гiпергеометрична функцiя [9]:

1Φ
τ,β
1

(a; c; z) = 1F
τ,β
1

(z) ≡ 1Φ
τ,β
1

(z) =

=
Γ(c)

Γ(a)Γ(c − a)

1∫

0

ta−1(1 − t)c−a−1
1Ψ1

[
(c; τ);
(c;β);

∣∣∣∣∣ ztτ

]
dt, (4)

тут 1Ψ1(z) — частинний випадок узагальненої функцiї Фокса–Райта pΨq [7]:

pΨq(z) = pΨq

[
(ai;αi)1,p;

(bj ;βj)1,q;

∣∣∣∣∣ z
]

, (5)

z ∈ C; aj , bj ∈ C; {αj , βj} ⊂ R = (−∞,+∞), αi, βj 6= 0; i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q.
Зауважимо, що для випадку β = τ формула (3) матиме вигляд

r

≈

F (a, b; c; z) =
1

B(b, c − b)

1∫

0

tb−1(1 − t)c−b−1(1 − zt)−a
1Φ

τ
1

(
α; γ;−

r

t(1 − t)

)
dt. (6)

Узагальнену вироджену (конфлюентну) гiпергеометричну функцiю зобразимо у виглядi

rΦ̃(b; c; z) =
1

B(b, c − b)

1∫

0

tb−1(1 − t)c−b−1 exp(zt)1Φ
τ,β
1

(
α; γ;−

r

t(1 − t)

)
dt, (7)

де Re c > Re b > 0; r > 0; 1Φ
τ,β
1

— функцiя, визначена формулою (4). Зауважимо, що при
r = 0 формули (3), (7) дадуть вiдповiдно класичнi функцiї 2F1(a, b; c; z), Φ(a; c; z) [12].

Вивчимо основнi властивостi запроваджених узагальнених функцiй гiпергеометричного
типу.

Теорема 1 (зображення функцiї rF̃ (z) рядом). Якщо Re c > Re b > 0; r > 0; {τ, β} ⊂ R;
τ > 0, τ − β < 1, Re γ > Re α > 0, то справедлива формула

rF̃ (a, b; c; z) =
1

B(b, c − b)

∞∑

n=0

(a)nτ,βBγ
α(b + n, c − b; r)

zn

n!
, (8)
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де (a)n — символ Похгаммера; τ,βBγ
α — узагальнена бета-функцiя [13]:

τ,βBγ
α(x, y; r, δ, ω) =

1∫

0

tx−1(1 − t)y−1
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

r

tδ(1 − t)ω

)
dt, (9)

тут Rex > 0, Re y > 0, r > 0; {τ, β} ⊂ R, τ > 0, β > 0; δ > 0, ω > 0, 1Φ
τ,β
1

— узагальнена
(конфлюентна) гiпергеометрична функцiя (4).

Доведення. Використaвши (τ, β)-узагальнену бета-функцiю (9), її властивостi, зобра-

ження 1Φ
τ,β
1

(z) рядом [9], можливiсть перестановки операцiй iнтегрування та пiдсумовуван-
ня, матимемо

rF̃ (a, b; c; z) =
1

B(b, c − b)

1∫

0

tb−1(1 − t)c−b−1(1 − zt)−a
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

r

t(1 − t)

)
dt =

=
1

B(b, c − b)Γ(a)

∞∑

n=0

Γ(a + n)
zn

n!

1∫

0

tb+n−1(1 − t)c−b−1
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

r

t(1 − t)

)
dt =

=
1

B(b, c − b)

∞∑

n=0

(a)nτ,βBγ
α(b + n, c − b; r)

zn

n!
.

Наслiдок. Для узагальненої виродженої (конфлюентної) гiпергеометричної функцiї

rΦ̃(b; c; z) (7) зображення рядом матиме вигляд

rΦ̃(b; c; z) =
1

B(b, c − b)

∞∑

n=0

τ,βBγ
α(b + n, c − b; r)

zn

n!
. (10)

Теорема 2 (диференцiальнi спiввiдношення для rF̃ (a, b; c; z)). За умов iснування функ-
цiї rF̃ (z) справедливi формули

d rF̃ (a, b; c; z)

dz
=

ab

c
rF̃ (a + 1, b + 1, c + 1; z), (11)

dn
rF̃ (a, b; c; z)

dzn
=

(a)n(b)n
(c)n

rF̃ (a + n, b + n, c + n; z), (12)

z
d

dz
rF̃ (a, b; c; z) = a(rF̃ (a + 1, b, c; z) − rF̃ (a, b, c; z)), (13)

d

dz
(za

rF̃ (a, b; c; z)) = za−1a rF̃ (a + 1, b, c; z), (14)

dn

dzn
(za+n−1

rF̃ (a, b; c; z)) = (a)nza−1
rF̃ (a + n, b, c; z). (15)

Доведення рiвностей (11)–(15) здiйснюється безпосередньо iз використанням формул (3),
(8) та за допомогою нескладних перетворень. Наприклад, доведемо (15):

dn

dzn
(rF̃ (a, b; c; z)za+n−1) =
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=
dn

dzn

(
1

B(b, c − b)Γ(a)

∞∑

k=0

Γ(a + k)
za+n+k−1

k!
τ,βBγ

α(b + k, c − b; r)

)
=

=
1

B(b, c − b)Γ(a)

∞∑

k=0

Γ(a + k) τ,βBγ
α(b + k, c − b; r)

za+k−1

k!
×

× (a + n + k − 1)(a + n + k − 2) · · · (a + k) = (a)nza−1
rF̃ (a + n, b; c; z).

Зауважимо, що для узагальнених гiпергеометричних функцiй r

≈

F (a, b; c; z), rΦ̃(b; c; z)
подiбнi формули. Подамо одну iз них:

dn

dzn rΦ̃(b; c; z) =
(b)n
(c)n

rΦ̃(b + n; c + n; z). (16)

Теорема 3 (функцiональнi спiввiдношення для rF̃ (a, b; c; z)). За умов iснування функцiї

rF̃ (a, b; c; z) справедливi такi функцiональнi спiввiдношення:

rF̃ (a + 1, b; c; z) − rF̃ (a, b; c; z) =
b

c
z rF̃ (a + 1, b + 1; c + 1; z), (17)

b rF̃ (a, b + 1; c; z) + (c − b − 1) rF̃ (a, b; c; z) = (c − 1) rF̃ (a, b; c − 1; z), (18)

rF̃ (a, b; c; z) − (c − b) rF̃ (a, b; c + 1; z) = b rF̃ (a, b + 1; c + 1; z), (19)

rF̃ (a, b; c;x + y) =

∞∑

n=0

(a)n(b)n
(c)n

yn

n!
rF̃ (a + n, b + n; c + n;x), (20)

rF̃ (a, b; c;xy) =
∞∑

n=0

(a)n(b)n
(c)n

xn(y − 1)n

n!
rF̃ (a + n, b + n; c + n;x). (21)

Доведення формул (17)–(19) виконується безпосередньою перевiркою з використанням
формул (3), (8), властивостей В-функцiї.

Вирази (20), (21) називають теоремами додавання, множення вiдповiдно. При доведеннi
їх використовується формула (12) та теорема Тейлора [14] про розгорнення аналiтичної
функцiї у вiдповiднi ряди.

Теорема 4 (iнтегральнi зображення функцiї rF̃ (a, b; c; z)). За умов iснування функцiї

rF̃ (a, b; c; z) справедливi такi iнтегральнi зображення:

rF̃ (a, b; c; z) =
1

B(b, c − b)

∞∫

0

tb−1(1 + t)a−c[1+t(1−z)]−a
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

r(1+t)2

t

)
dt, (22)

rF̃ (a, b; c; z) =
1

B(b, c − b)

∞∫

1

ta−c(t − 1)c−b−1(t − z)−a
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

rt2

t − 1

)
dt, (23)

rF̃ (a, b; c; z) =
z1−c

B(b, c − b)

z∫

0

tb−1(1 − t)−a(z − t)c−b−1
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

rz2

t(z − t)

)
dt, (24)
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rF̃ (a, b; c; z) =
21−c

B(b, c − b)

π∫

0

(sin ϕ)2c−2b−1(1 − cos ϕ)2b−c

(
1 −

z

2
+

z

2
cos ϕ

)a ×

× 1Φ
τ,β
1

(
α; γ;−

4r

sin2 ϕ

)
dϕ, (25)

rF̃ (a, b; c; z) =
2

B(b, c − b)

∞∫

0

(ch ω)2a−2c+1(sh ω)2c−2b−1

[(ch ω)2 − z]a
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

r ch4 ω

sh2 ω

)
dω, (26)

rF̃ (a, b; c; z) =
2b−a

B(b, c − b)

∞∫

0

(sh θ)2c−2b−1(ch θ + 1)a+b−2c+1

(
1

2
− z +

1

2
ch θ

)a ×

× 1Φ
τ,β
1

(
α; γ;−

r(1 + ch θ)3

2 sh2 θ

)
dθ, (27)

rF̃ (a, b; c; z) =
1

B(b, c−b)

∞∫

0

e−bt(1 − e−t)c−b−1(1−ze−t)−a
1Φ

τ,β
1

(
α; γ;−

ret

1 − e−t

)
dt. (28)

Теорема 5 (спiввiдношення типу Куммера для функцiї rF̃ (a, b; c; z)). За умов iснування
узагальненої гiпергеометричної функцiї rF̃ (a, b; c; z) справедливе спiввiдношення

rF̃ (a, b; c; z) = (1 − z)−a
rF̃

(
a, c − b; c;

z

z − 1

)
. (29)

Доведення. Використовуємо формулу (3), у нiй виконуємо пiдстановку t = 1 − ν, вра-
ховуємо перетворення 1 − z(1 − ν) = (1 − z)(1 − (z/(z − 1))ν), одержуємо

rF̃ (a, b; c; z) =
1

B(b, c − b)

1∫

0

(1 − ν)b−1νc−b−1

(
1 −

z

z − 1
ν

)
−a

(1 − z)−a ×

× 1Φ
τ,β
1

(
α; γ;−

r

(1 − ν)ν

)
dν =

(1 − z)−a

B(b, c − b)

1∫

0

νc−b−1(1 − ν)b−1 ×

×

(
1 −

z

z − 1
ν

)
−a

1Φ
τ,β
1

(
α; γ;−

r

ν(1 − ν)

)
dν = (1 − z)−a

rF̃

(
a, c − b; c;

z

z − 1

)
.

2. Наведемо застосування функцiй rF̃ (a, b; c; z), r

≈

F (a, b; c; z).
а) Подамо деякi iнтеграли з функцiєю rF̃ (a; b; c; z):

∞∫

0

zm−1
rF̃ (a, b; c;−zx)dz =

B(m,a − m)

xmB(b, c − b)
τ,βBγ

α(b − m, c − b; r), a > m > 0, (30)

∞∫

0

xa−σ−1(1 − x)σ−1
rF̃ (a, b; c; zx)dx = B(σ, a − σ) rF̃ (a − σ, b; c; z), (31)
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z∫

0

rF̃ (a, b; c; t)dt =
c − 1

(a − 1)(b − 1)
rF̃ (a − 1, b − 1; c − 1; z) −

τ,βBγ
α(b − 1, c − b; r)

(a − 1)B(b, c − b)
, (32)

a 6= 1, b 6= 1.

Усi цi iнтеграли обчислюємо за допомогою зображення функцiї rF̃ (a, b; c; z) рядом (див.
теорему 1), вiдповiдних пiдстановок та перетворень.

б) Iнтегральне перетворення Меллiна для r

≈

F (a, b; c; z). Розглянемо iнтеграл

∞∫

0

rs−1
r

≈

F(a, b; c; z)dr.

Використавши формулу (6) для rF̃ (z) та виконавши перетворення, одержимо

∞∫

0

rs−1 1

B(b, c − b)

∞∑

n=0

(a)n τBγ
α(b + n, c − b; r)

zn

n!
dr =

=
1

B(b, c − b)

∞∑

n=0

(a)n
zn

n!

∞∫

0

rs−1
τB

γ
α(b + n, c − b; r) dr =

=
Γ(γ)Γ(s)Γ(α − sτ)Γ(c − b + s)

B(b, c − b)Γ(α)Γ(γ − sτ)

Γ(b + s)

Γ(c + 2s)
2F1(a, b + s; c + 2s; z).

Отже, iнтегральне перетворення Меллiна матиме вигляд

M{r

≈

F(a, b; c; z); s} = K 2F1(a, b + s; c + 2s; z), (33)

де Re(c − b) > s, Re α > sτ , Re γ > sτ ; τ > 0,

K =
Γ(γ)Γ(s)Γ(α − sτ)Γ(c − b + s)Γ(b + s)

B(b, c − b)Γ(α)Γ(γ − sτ)Γ(c + 2s)
, (34)

а 2F1(z) — гiпергеометрична функцiя Гаусса [12].
Формула обернення перетворення Меллiна, застосована до (33), дає цiкавий зв’язок мiж

узагальненою гiпергеометричною функцiєю r

≈

F (z) i класичною гiпергеометричною функ-
цiєю Гаусса 2F1(z):

r

≈

F(a, b; c; z) =
1

2πi

1

B(b, c − b)

χ+i∞∫

χ−i∞

K 2F1(a, b + s; c + 2s; r)r−sds, χ > 0. (35)

П ри м i т ка . При z = 1 формула (3) дає

rF̃ (a, b; c; 1) =
1

B(b, c − b)
τ,βBγ

α(b, c − b − a; r). (36)
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в) Iнтегральне рiвняння Вольтерра з функцiєю 1F
τ
1 в ядрi. Подамо розв’язок iнтеграль-

ного рiвняння Вольтерра I роду, що мiстить τ -узагальнену вироджену (конфлюентну) гi-
пергеометричну функцiю 1F

τ
1 (a; c; z) = 1Φ

τ
1(a; c; z) (див. (4) при β = τ).

Теорема 6. Iнтегральне рiвняння

1∫

t

f(u, t)K(u, t)du = ϕ(t), (37)

де

K(u, t) = (u − t)c−1
1F

τ
1

(
a; c;

λ(u − t)τ

µ − λ

)
, (38)

f(u, t) — шукана функцiя, ϕ(t) визначена на I = {t : c 6 t 6 1}, ϕ′(t) — кусково-неперервна
на I, ϕ(1) = 0, 0 < Re c < Re σ, має розв’язок:

f(u, t) = −A

1∫

u

M(ν, u)

N(ν, t)
dϕ(ν), (39)

тут A =
Γ(σ − a)

Γ(c)Γ(σ − c)
,

N(ν, t) = (ν − t)σ−1

∞∑

n=0

Γ(σ − a + nτ)

Γ(σ + nτ)

µn(ν − t)nτ

(µ − λ)nn!
1F

τ
1

(
a;σ + nτ ;

λ(ν − t)τ

µ − λ

)
, (40)

M(ν, u) = (ν − u)σ−c−1
1F

τ
1

(
σ − a;σ − c;

µ(ν − u)τ

µ − λ

)
. (41)

Доведення. При доведеннi теореми iстотну роль вiдiграє так звана iнтегральна теорема
додавання для τ -узагальненої виродженої гiпергеометричної функцiї 1F

τ
1 (z):

1∫

0

xc−1(1 − x)σ−c−1
1F

τ
1 (a; c;λyxτ ) 1F

τ
1 (σ − a;σ − c;µ(1 − x)τy) dx =

=
Γ(c)Γ(σ − c)

Γ(σ − a)

∞∑

k=0

Γ(σ − a + kτ)

Γ(σ + kτ)

µkyk

k!
1F

τ
1 (a;σ + kτ ;λy). (42)

Тому спочатку доведемо формулу (42):

1∫

0

xc−1(1 − x)σ−c−1
1F

τ
1 (a; c;λyxτ ) 1F

τ
1 (σ − a;σ − c;µ(1 − x)τy) dx =

=

1∫

0

xc−1(1 − x)σ−c−1 Γ(c)

Γ(a)

∞∑

n=0

Γ(a + nτ)

Γ(c + nτ)

λnynxnτ

n!

Γ(σ − c)

Γ(σ − a)
×
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×

∞∑

n=0

Γ(σ − a + kτ)

Γ(σ − c + kτ)

µkyk(1 − x)kτ

k!
dx =

=
Γ(c)Γ(σ − c)

Γ(a)Γ(σ − a)

∞∑

k=0

µkyk

k!

1∫

0

xa−1(1 − x)σ−a+kτ−1

∞∑

n=0

λnynxnτ

n!
dx =

=
Γ(c)Γ(σ − c)

Γ(a)Γ(σ − a)

∞∑

k=0

µkyk

k!

1∫

0

xa−1(1 − x)σ−a+kτ−1eλyxτ

dx.

Врахувавши iнтегральне зображення функцiї 1F
τ
1 [9], одержимо (42).

Повернемося до розв’язання iнтегрального рiвняння (37). Пiдставивши значення f(u, t)
iз (39) у лiву частину (37) та помiнявши порядки iнтегрування, матимемо

I =

1∫

t

f(u, t)K(u, t)du = −A

1∫

t

K(u, t)du

1∫

u

M(ν, u)

N(ν, t)
dϕ =

= −A

1∫

t

dϕ(ν)

N(ν, t)

ν∫

t

M(ν, u)K(u, t) du.

Зауважимо, що внутрiшнiй iнтеграл згiдно з формулами (38), (41) пiсля пiдстановок

u − t = x(µ − λ)1/τy1/τ ,

ν − u = (µ − λ)1/τy1/τ (1 − x)

дає iнтеграл вигляду (42).
Врахувавши умови теореми, формулу (42), пiсля перетворень переконуємось у справе-

дливостi (39).
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To the theory of generalized functions of the hypergeometric type and

their applications

A new generalization of the Gauss hypergeometric function is introduced, the basic properties of

this function are investigated, and some differential, integral, functional relations are established.

Some applications of this function are given, in particular, the Volterra integral equation is solved

in closed form.
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