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Про керовнiсть вироджених лiнiйних процесiв
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Для лiнiйних нестацiонарних процесiв, якi описуються системами диференцiальних рiв-

нянь з тотожно виродженою матрицею при похiдних, отримано достатнi умови ке-

ровностi.

Розглянемо процес управлiння, який задається системою рiвнянь

B(t)
dx

dt
= A(t)x+ C(t)u(t), (1)

де A(t), B(t) — дiйснi або комплекснозначнi квадратнi матрицi n-го порядку, C(t) — матриця
розмiрностi (n×m), x(t) — n-вимiрний вектор стану, u(t) — m-вимiрний вектор управлiння,
detB(t) ≡ 0, ∀t ∈ I = [0;T ].

Питання керовностi та спостережуваностi лiнiйних процесiв даного типу дослiджувались
в основному у випадку, коли B(t) — одинична матриця [1–4]. Випадок detB ≡ 0 розглядався
лише для стацiонарних процесiв, коли матрицi A, B, C є сталими [5, 6].

У роботi [5] введено поняття R-керовностi та C-керовностi системи (1). Згiдно з [5],
система (1) називається C-керовною, якщо її можна перевести з будь-якого допустимого
стану в довiльний стан за скiнченний промiжок часу, i R-керовною, якщо її можна пере-
вести з будь-якого допустимого стану в будь-який досяжний стан. При цьому множиною
допустимих управлiнь вiдносно заданого x0 i класу управлiнь Ω(x0; I) називаються такi
u(t), для яких рiвняння (1) з початковою умовою

x(0) = x0 (2)

є розв’язним, а множину початкових умов, для яких множина допустимих управлiнь непо-
рожня, — множиною допустимих станiв.

У данiй роботi, виходячи з теореми про звiднiсть виродженої лiнiйної системи до цен-
тральної канонiчної форми, доведенiй у [7], знайдено достатнi умови R-керовностi та C-ке-
ровностi системи (1).

Будемо передбачати, що виконуються всi умови вказаної теореми, а саме:
1) rankB(t) = n − r, ∀ t ∈ [0;T ];
2) матриця B(t) має на [0;T ] повний жорданiв набiр векторiв вiдносно оператора L(t) =

= A(t) − B(t)d/dt, який складається з r ланцюжкiв ϕ
(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r, завдовжки

s1, s2, . . . , sr;
3) A(t), B(t) ∈ C3p−2[0;T ], C(t), u(t) ∈ Cp−1[0;T ], де p = max

i=1,r

si.

Позначимо

Ψ(t) = [ψ
(s1)
1 (t), . . . , ψ

(1)
1 (t);ψ

(s2)
2 (t), . . . , ψ

(1)
2 (t); . . . ;ψ(sr)

r (t), . . . , ψ(1)
r (t)] —

(n×s)-матрицю (s = s1+s2+· · ·+sr), складену iз вектор-стовпцiв ψ
(j)
i (t), j = 1, si, i = 1, r, якi

утворюють жордановi ланцюжки матрицi B∗(t) вiдносно оператора L∗(t) = A∗(t)+
d

dt
B∗(t)
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(X∗ — матриця, спряжена з X). Згiдно з [8], система (1) з початковою умовою (2) буде
розв’язною тодi i тiльки тодi, коли виконуватиметься умова

p−1∑

i=0

Ii d
i

dti
[Ψ∗(0)C(0)u(0)] +

p−1∑

i=0

Ii d
i

dti
[Ψ∗(0)A(0)]x0 = 0, (3)

де I = diag [I1, I2, . . . , Ir], Ij, j = 1, r, — нiльпотентний блок Жордана розмiрностi sj . Звiдси
одразу випливає таке твердження.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 1–3, то множиною допустимих управлiнь сис-
теми (1) вiдносно вектора x0 є множина вектор-функцiй u(t), якi задовольняють умо-
ву (3), а множину допустимих станiв утворюють тi вектори x0, для яких iснує при-
наймнi одне управлiння u(t), що задовольняє умову (3).

Як показано в [7, 8], за виконання умов 1–3 однорiдна система, що вiдповiдає (1)

B(t)
dx

dt
= A(t)x, (4)

має загальний розв’язок типу Кошi, який є лiнiйною комбiнацiєю її (n− s) лiнiйно незале-
жних розв’язкiв. Позначимо через Xn−s(t) фундаментальну матрицю системи (4), складену
з цих розв’язкiв, а через Yn−s(t) — фундаментальну матрицю спряженої системи

d

dt
(B∗(t)y) = −A∗(t)y. (5)

Нехай

Φ(t) = [ϕ
(1)
1 (t), . . . , ϕ

(s1)
1 (t);ϕ

(1)
2 (t), . . . , ϕ

(s2)
2 (t); . . . ;ϕ(1)

r (t), . . . , ϕ(sr)
r (t)] —

матриця розмiрностi (n × s), складена з векторiв, що утворюють повний жорданiв набiр
матрицi B(t) вiдносно оператора L(t).

Утворимо (n × n)-матрицi

P (t) = [Yn−s(t),Ψ(t)]∗, Q(t) = [Xn−s(t),Φ(t)], (6)

якi [8] будуть неособливими при всiх t ∈ [0;T ]. Зробивши в системi (1) замiну x = Q(t)y
i помноживши злiва на P (t), зведемо її до вигляду

(
En−s 0

0 I

)
dy

dt
=

(
0 0

0 Es

)
y +

(
Y ∗

n−s(t)C(t)u(t)

R(t)Ψ∗(t)C(t)u(t)

)
,

де R(t) = [Ψ∗(t)L(t)Φ(t)]−1, а Es, En−s — одиничнi матрицi s-го та (n − s)-го порядку
вiдповiдно [8].

Позначивши y = col(y1, y2), де y1 — (n−s)-вимiрний вектор, а y2 — s-вимiрний, дiстанемо

dy1

dt
= G(t)u(t), (7)

I
dy2

dt
= y2 + F (t)u(t), (8)
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де

G(t) = Y ∗

n−s(t)C(t), (9)

F (t) = R(t)Ψ∗(t)C(t). (10)

Нехай y0 = col(y0
1, y

0
2) — допустимий стан системи (7), (8), а y1 = col(y1

1 , y
1
2) — довiльний

наперед заданий стан. Розв’язком цiєї системи з початковою умовою y(0) = y0 буде

y1(t) = y0
1 +

t∫

0

G(τ)u(τ) dτ ; y2(t) = −

p−1∑

i=0

Ii d
i

dti
[F (t)u(t)].

Тодi управлiння u(t) переводитиме систему iз стану y0 в стан y1 за скiнченний час t1 ∈ [0;T ],
якщо воно задовольнятиме iнтегральне рiвняння

t1∫

0

G(τ)u(τ) dτ = y1
1 − y0

1 (11)

з початковою умовою

p−1∑

i=0

Ii d
i

dti
[F (t)u(t)] + y1

2 = 0. (12)

Будемо шукати його у виглядi

u(t) = G∗(t)ξ + ω(t), (13)

де ξ — сталий (n− s)-вимiрний вектор, ω(t) — m-вимiрна вектор-функцiя, яка задовольняє
умову

t1∫

0

G(τ)ω(τ) dτ = 0. (14)

Пiдставивши (13) у (11), (12), дiстанемо

W (0, t1)ξ = y1
1 − y0

1, (15)

p−1∑

i=0

Ii d
i

dti
[F (t1)ω(t1)] = −

p−1∑

i=0

Ii d
i

dti
[F (t1)G

∗(t1)]ξ − y1
2, (16)

де

W (0, t1) =

t1∫

0

G(τ)G∗(τ) dτ. (17)

Якщо

detW (0, t1) 6= 0, (18)
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то з рiвняння (15) однозначно визначається вектор ξ при будь-яких наперед заданих y0
1 , y

1
1:

ξ = W−1(0, t1)(y
1
1 − y0

1).

Для знаходження вектор-функцiї ω(t) розглянемо рiвняння

p−1∑

i=0

Ii d
i

dti
[F (t)ω(t)] = −

p−1∑

i=0

Ii d
i

dti
[F (t)G∗(t)]ξ − y1

2.

Якщо воно має розв’язок у деякому околi точки t1, то рiвнiсть (16) буде виконуватись.
Неважко переконатися, що єдиним розв’язком цього рiвняння вiдносно F (t)ω(t) є век-
тор-функцiя

F (t)ω(t) = −F (t)G∗(t)ξ − y1
2. (19)

Позначимо

C(t)ω(t) = z(t). (20)

Тодi, взявши до уваги (9), (10), рiвняння (14), (20) запишемо у виглядi

t1∫

0

Y ∗

n−s(τ)z(τ) dτ = 0; (21)

Ψ∗(t)z(t) = d(t), (22)

де

d(t) = −Ψ∗(t)C(t)G∗(t)ξ −R−1(t)y1
2 .

Спiввiдношення (21) буде виконуватись, якщо

Y ∗

n−s(t)z(t) = 0, ∀ t ∈ [0; t1]. (23)

Отже, для визначення вектор-функцiї z(t) маємо систему рiвнянь (22), (23), яку згiдно
з (6) можна записати у виглядi одного рiвняння

P (t)z(t) = d̃(t),

де d̃(t) = col(0; d(t)), звiдки

z(t) = P−1(t)d̃(t).

Нарештi, щоб знайти вектор-функцiю ω(t), треба розв’язати рiвняння (20). Воно буде
розв’язним, якщо m > n i rankC(t) = n на [0; t1].

Таким чином, якщо при деякому t1 ∈ [0;T ] виконується умова (18) i вказанi вище умови
розв’язностi рiвняння (20), то систему (7), (8), а отже, i вихiдну систему (1) за час t1 мож-
на перевести з будь-якого допустимого стану (який визначається умовою (3) i залежить
вiд управлiння) в будь-який наперед заданий стан. Отже, у цьому випадку система буде
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C-керовною. Якщо ж виконується тiльки умова (18), то систему (7), (8) можна перевести
iз стану y0 = col(y0

1 , y
0
2) у стан y1 = col(y1

1, y
1
2), де (n − s)-вимiрнi вектори y0

1, y
1
1 довiльнi

наперед заданi, а s-вимiрнi вектори y0
2, y

1
2 пiдпорядкованi управлiнню u(t), яке визначається

за формулою (13), в якiй ω = 0. Тому в цьому випадку система (1) буде R-керовною.
У результатi доведено таку теорему.
Теорема 2. Нехай виконуються умови 1–3, а також:

а) det

[ t1∫

0

Y ∗

n−s(τ)C(τ)C∗(τ)Yn−s(τ) dτ

]
6= 0 при деякому t1 ∈ [0; t1];

б) m > n;
в) rankC(t) = n, ∀ t ∈ [0; t1], де Yn−s(t) — фундаментальна матриця системи (5),

спряженої з однорiдною системою (4), що вiдповiдає (1).
Тодi система (1) C-керовна.
Якщо ж виконуються лише умови 1–3 та a, то дана система буде R-керовною.
Умова a рiвносильна додатнiй визначеностi квадратичної форми з матрицею W (0; t1).

Так само, як i в [1], можна показати, що вона виконується тодi i тiльки тодi, коли рiвняння

C∗(t)Yn−s(t)c = 0

не має розв’язкiв, вiдмiнних вiд нульового, вiдносно сталих векторiв c.
Вiдзначиимо, що умови C-керовностi та R-керовностi стацiонарного процесу, який опи-

сується системою (1) iз сталими матрицями A, B, C, отриманi в [5], випливають як наслiдок
з теореми 2.
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On the controllability of singular linear processes

The sufficient conditions of the controllability for the linear nonstationary processes which are

described by the systems of differential equations with degenerate matrix at the derivatives are

obtained.
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