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Про перiодичнi розв’язки систем лiнiйних
функцiонально-рiзницевих рiвнянь

(Представлено академiком НАН України А.М. Самойленком)

Одержано умови iснування неперервних T -перiодичних розв’язкiв систем лiнiйних функ-
цiонально-рiзницевих рiвнянь i дослiджено структуру множини їх розв’язкiв.

Розглянемо систему лiнiйних рiвнянь вигляду

x(t+ 1) = Ax(t) +

k∑

j=1

Aj(t)x(mjt+∆j(t)) + F (t), (1)

де t ∈ R = (−∞,+∞), A, Aj(t), j = 1, . . . , k, — деякi дiйснi (n× n)-матрицi; F (t) — дiйсний
вектор розмiрностi n, ∆j(t) : R → R, j = 1, . . . , k, mj, j = 1, . . . , k, — цiлi додатнi числа.
При рiзних припущеннях такi системи рiвнянь були основним об’єктом дослiдження бага-
тьох математикiв (див. [1–6] i наведену в них лiтературу) i в даний час цiлий ряд питань
їх теорiї досить детально вивчено. Зокрема, якщо ∆j(t) = −j, j = 1, 2, . . . , k, елементи
матриць Aj(t), j = 1, . . . , k, i вектора F (t) є неперервними T -перiодичними функцiями, то
в [7] отриманi достатнi умови iснування i єдиностi неперервного T -перiодичного розв’язку
такої системи рiвнянь i дослiджено його властивостi. Продовжуючи цi дослiдження, в данiй
статтi пропонується один пiдхiд до вивчення неперервних T -перiодичних розв’язкiв системи
рiвнянь (1) у випадку, коли виконуються умови:

1) j = 1, . . . , k, i вектора F (t) є неперервними T -перiодичними функцiями;
2) функцiї ∆j(t), j = 1, . . . , k, є неперервними T -перiодичними, mj , j = 1, . . . , k, — деякi

цiлi додатнi числа;

3) max
t

|Aj(t)| = aj , j = 1, . . . , k, max
t

|F (t)| = M , |A| = max
16i6n

n∑

j=1

|aij | = a < 1;

4) ∆ =

k∑
l=1

al

1− a
< 1.

Має мiсце така теорема.
Теорема 1. Нехай виконуються умови 1–4. Тодi система рiвнянь (1) має єдиний не-

перервний T -перiодичний розв’язок x(t) у виглядi ряду

x(t) =

∞∑

i=0

xi(t), (2)

де xi(t), i = 0, 1, . . ., — деякi неперервнi T -перiодичнi вектор-функцiї.
Доведення. Пiдставляючи (2) в (1), отримуємо

∞∑

i=0

xi(t+ 1) = A

∞∑

i=0

xi(t) +

k∑

j=1

Aj(t)

∞∑

i=0

xi(mjt+∆j(t)) + F (t).
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Звiдси безпосередньо випливає, що якщо вектор-функцiї xi(t), i = 0, 1, . . ., є розв’язками
послiдовностi систем рiвнянь

x0(t+ 1) = Ax0(t) + F (t), (30)

xi(t+ 1) = Axi(t) +

k∑

j=1

Aj(t)xi−1(mjt+∆j(t)), i = 1, 2, . . . , (3i)

то ряд (2) є формальним розв’язком системи рiвнянь (1).
Безпосередньою пiдстановкою в (30) можна переконатися, що ряд

x0(t) =

∞∑

j=1

Aj−1F (t− j) (40)

є формальним розв’язком системи рiвнянь (30). Бiльше цього, в силу умов 1–4 ряд (40)
рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R i задовольняє умову

|x0(t)| 6
M

1− a
=M ′. (50)

Розглядаючи послiдовно системи рiвнянь (3i), i = 1, 2, . . ., можна показати, що ряди

xi(t) =

∞∑

j=1

Aj−1

(
k∑

l=1

Al(t− j)xi−1(ml(t− j) + ∆l(t− j))

)
, i = 1, 2, . . . (4i)

рiвномiрно збiгаються при t ∈ R до деяких неперервних вектор-функцiй xi(t), i = 1, 2, . . .,
якi є розв’язками вiдповiдних систем (3i), i = 1, 2, . . ., i задовольняють умови

|xi(t)| 6M ′∆i, i = 1, 2, . . . . (5i)

Дiйсно, в силу (41) i умов 1–4 отримуємо

|x1(t)| 6
∞∑

j=1

|A|j−1

(
k∑

l=1

|Al(t− j)||x0(ml(t− j) + ∆l(t− j))|
)

6

6

∞∑

j=1

aj−1

(
M ′

k∑

l=1

al

)
6M ′

k∑

l=1

al

1− a
=M ′∆

i, отже, оцiнка (51) має мiсце. Припустимо, що вона доведена уже для деякого i > 1 i пока-
жемо її справедливiсть для i+1. Справдi, приймаючи до уваги (4i+1), (5i) i умови теореми,
знаходимо

|xi+1(t)| 6
∞∑

j=1

|A|j−1

(
k∑

l=1

|Al(t− j)||xi(ml(t− j) + ∆l(t− j))|
)

6

6

∞∑

j=1

aj−1

(
k∑

l=1

al

)
M ′∆i 6M ′∆i

k∑

l=1

al

1− a
=M ′∆i+1.

Отже, оцiнки (5i) виконуються для всiх i > 1.
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Оскiльки вектор-функцiї xi(t), i = 0, 1, . . ., що визначаються спiввiдношеннями (4i),
i = 0, 1, . . ., є T -перiодичними (в силу умов 1,2), то безпосередньо iз (5i), i = 0, 1, . . ., випли-
ває, що ряд (2) рiвномiрно збiгається при всiх t ∈ R до деякої неперервної T -перiодичної
вектор-функцiї x(t), яка є розв’язком системи рiвнянь (1).

Припустимо тепер, що система рiвнянь (1) має ще один неперервний T -перiодичний
розв’язок y(t) такий, що y(t) 6= x(t). Оскiльки

y(t+ 1) ≡ Ay(t) +

k∑

j=1

Aj(t)y(mjt+∆j(t)) + F (t),

то приймаючи до уваги умови теореми 1, одержимо

|x(t+ 1)− y(t+ 1)| 6 |A||x(t)− y(t)|+
k∑

j=1

|Aj(t)||x(mjt+∆j(t))− y(mjt+∆j(t))| 6

6

(
a+

k∑

j=1

aj

)
‖x(t)− y(t)‖,

де ||x(t) − y(t)|| = max
t

|x(t) − y(t)|. Звiдси випливає спiввiдношення

‖x(t)− y(t)‖ 6

(
a+

k∑

j=1

aj

)
‖x(t)− y(t)‖,

яке, в силу умови 4, може мати мiсце лише у випадку, коли y(t) ≡ x(t). Отримане протирiччя
завершує доведення теореми.

Виконуючи в (1) взаємно-однозначну замiну змiнних

x(t) = y(t) + γ(t),

де γ(t) — побудований вище неперервний T -перiодичний розв’язок системи (1), дослiдження
системи рiвнянь (1) можна звести до дослiдження системи рiвнянь

y(t+ 1) = Ay(t) +

k∑

j=1

Aj(t)y(mjt+∆j(t)).

При виконаннi умов теореми 1 ця система рiвнянь має єдиний неперервний T -перiодичний
розв’язок y(t) ≡ 0. Тим не менш, при деяких додаткових умовах вона має нескiнченно
багато неперервних при t > 0 розв’язкiв. Це ми покажемо (для простоти) у випадку, коли
∆j(t) ≡ 0, j = 1, . . . , k, mj, j = 1, . . . , k, — деякi цiлi додатнi числа, а матриця A має вигляд
A = diag(λ1, . . . , λn), де 0 < λi < 1, i = 1, . . . , n.

Отже, розглянемо систему рiвнянь

y(t+ 1) = Ay(t) +

k∑

j=1

Aj(t)y(mjt) (6)

i доведемо, що для неї має мiсце така теорема.
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Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 i умови:
1′) mj > 1, j = 1, . . . , k;

2′) ãλm < 1, ã
k∑

l=1

al/(1− ãλm) = ∆̃ < 1,

де ã = |A−1|, λ = max{|λi|, i = 1, . . . , n}, m = min{mj , j = 1, . . . , k}. Тодi система рiв-
нянь (6) має сiм’ю неперервних при t > 0 розв’язкiв, що залежить вiд довiльної неперерв-
ної 1-перiодичної вектор-функцiї ω(t).

Доведення. Легко переконатися, що система рiвнянь (6) має формальний розв’язок
у виглядi ряду

y(t) =

∞∑

i=0

yi(t), (7)

якщо вектор-функцiї yi(t), i = 0, 1, . . ., є неперервними розв’язками послiдовностi систем
рiвнянь

y0(t+ 1) = Ay0(t), (80)

yi(t+ 1) = Ayi(t) +
k∑

j=1

Aj(t)yi−1(mjt), i = 1, 2, . . . . (8i)

Використовуючи представлення загального неперервного розв’язку системи (80), можна
показати, що iснує додатна стала M̃ така, що при всiх t > 0 виконується оцiнка

|y0(t)| 6 M̃λt. (90)

Безпосередньою пiдстановкою в (8i), i = 1, 2, . . ., можна послiдовно показати, що ряди

yi(t) = −
∞∑

j=0

A−(j+1)

(
k∑

l=1

Al(t+ j)yi−1(ml(t+ j))

)
, i = 1, 2, . . . , (9i)

є формальними розв’язками вiдповiдних систем рiвнянь.
Покажемо тепер, що ряди (9i), i = 1, 2, . . ., рiвномiрно збiгаються до деяких неперервних

вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . ., для яких при всiх i > 1, t > 0 виконуються оцiнки

|yi(t)| 6 M̃∆̃iλmt. (10)

Дiйсно, в силу (90) i (91) маємо

|y1(t)| 6
∞∑

j=0

|A−1|j+1

(
k∑

l=1

|Al(t+ j)||y0(ml(t+ j))|
)

6 M̃ã
∞∑

j=0

ãj
k∑

l=1

alλ
m(t+j) 6

6 M̃ã
k∑

l=1

al

∞∑

j=0

(ãλm)jλmt = M̃

ã
k∑

l=1

al

1− ãλm
λmt 6 M̃∆̃λmt.

Отже, оцiнка (10) має мiсце при i = 1. Припустимо, що вона доведена уже для деякого
i > 1 i покажемо її справедливiсть для i+ 1. Дiйсно, в силу (9i+1), (10) i = 1, 2, . . ., маємо

|yi+1(t)| 6
∞∑

j=0

|A−1|j+1

(
k∑

l=1

|Al(t+ j)| |yi(ml(t+ j))|
)

6
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6

∞∑

j=0

ãj+1

(
k∑

l=1

alM̃∆̃iλm(ml(t+j))

)
6 M̃∆̃iã

k∑

l=1

al

∞∑

j=0

(ãλm)jλmt = M̃∆̃i+1λmt.

Отже, оцiнки (10) виконуються для всiх i > 1, i ряди (9i), i = 1, 2, . . ., рiвномiрно збiгаються
до деяких неперервних вектор-функцiй yi(t), i = 1, 2, . . ..

Цим самим, ми довели, що ряд (7) рiвномiрно збiгається при всiх t > 0 до деякої непе-
рервної вектор-функцiї y(t), яка є розв’язком системи рiвнянь (6) i задовольняє умову

|y(t)| 6 M̃
1

1− ∆̃
λt. (11)

Теорема 2 доведена.
Оскiльки 0 < λ < 1, то в силу (11) маємо

lim
t→+∞

|y(t)| = 0. (12)

Звiдси, з теорем 1, 2 i спiввiдношення x(t) = y(t)+γ(t) безпосередньо випливає, що система
рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних при t > 0 розв’язкiв x(t) = x(t, ω(t)), де ω(t) — довiльна
неперервна 1-перiодична вектор-функцiя, якi задовольняють умову

lim
t→∞

[x(t)− γ(t)] = 0.

Робота частково пiдтримана проектом Ф 25.1/021.
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About periodic solutions to systems of linear functional-difference
equations

The conditions for the existence of continuous T -periodic solutions to systems of linear functional-
difference equations are established, and the structure of the set of their solutions is studied.
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