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Нехай G — група. Пiдгрупа H групи G називається пронормальною, якщо для кожного

g ∈ G пiдгрупи H i Hg є спряженими у пiдгрупi 〈H,Hg〉. У роботi дослiджуються

неперiодичнi групи, пiдгрупи яких або пронормальнi, або субнормальнi.

Для багатьох важливих типiв пiдгруп у групi iснують їх антиподи, тобто пiдгрупи, власти-
востi яких дiаметрально протилежнi властивостям даних пiдгруп. Таким антиподом нор-
мальних пiдгруп є контранормальнi пiдгрупи. Згiдно з Д. Роусом [1], пiдгрупа H групи G
називається контранормальною, якщо HG = G. Контранормальнi пiдгрупи можуть розгля-
датися i як антиподи таких узагальнень нормальних пiдгруп, як пiдгрупи, що є вiдмiнними
вiд своїх нормалiзаторiв, та субнормальнi пiдгрупи. На це вказують такi вiдомi критерiї
нiльпотентностi скiнченних груп:

скiнченна група G є нiльпотентною тодi i тiльки тодi, коли кожна її пiдгрупа є суб-
нормальною в G;

скiнченна група G є нiльпотентною тодi i тiльки тодi, коли вона не мiстить власних
контранормальних пiдгруп.

Iншим антиподом для пiдгруп, вiдмiнних вiд своїх нормалiзаторiв, i субнормальних пiд-
груп є самонормалiзовнi пiдгрупи, тобто пiдгрупи, якi збiгаються зi своїми нормалiзаторами.
Важливим специфiчним типом самонормалiзовних пiдгруп є абнормальнi пiдгрупи. Нага-
даємо, що пiдгрупа H групи G називається абнормальною, якщо для довiльного елемента g
з G пiдгрупа 〈H,Hg〉 мiстить цей елемент g. Зазначимо, що довiльна абнормальна пiдгру-
па буде також контранормальною. Образно кажучи, пiдгрупи та їх антиподи розташованi
на рiзних полюсах групи, мiж якими розташованi iншi рiзноманiтнi промiжнi пiдгрупи.
Чим менше цих промiжних пiдгруп, тим структура групи стає бiльш чiткою, визначеною.
Зокрема, природно розглянути ситуацiю, коли серед пiдгруп групи присутнi тiльки пiд-
групи певного типу i їх антиподи. У роботi А. Фаттахi [2], що є однiєю з перших, в якiй
реалiзовано такий пiдхiд, описанi скiнченнi групи, будь-яка пiдгрупа яких або нормальна,
або абнормальна. Г. Еберт i С. Бауман [3] узагальнили результати роботи [2], розглянувши
скiнченнi групи, усi пiдгрупи яких або субнормальнi, або абнормальнi. Нескiнченнi групи
з цiєю властивiстю вивчали пiзнiше М. де Фалько, Л.А. Курдаченко, I. Я. Субботiн [4], якi
також розглянули групи, усi пiдгрупи яких або субнормальнi, або контранормальнi. Пiзнiше
в роботi Л.А. Курдаченка i X. Смiта [5] були дослiдженi групи, усi пiдгрупи яких або субнор-
мальнi, або самонормалiзовнi. Природно, задачi такого роду мiстять у собi задачi про будову
груп, усi пiдгрупи яких мають один тип. Це одна з найбiльш старих i класичних задач теорiї
груп. Зокрема, iстотну роль у вивченнi вказаних вище груп вiдiграють властивостi груп, усi
пiдгрупи яких субнормальнi. Над цiєю проблематикою, що має багату iсторiю, працювало
безлiч вiдомих алгебраїстiв, у нiй отримано численнi цiкавi та глибокi результати. Ми не
будемо торкатися цiєї тематики, вона досить добре описана К. Касоло [6]. Вiдзначимо лише
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цiкавий факт, що для деяких груп не є можливим одночасне iснування в них субнормальних
пiдгруп i їх антиподiв. Такого роду класи груп розглядались у роботах [4, 5]. З класiв, що там
дослiджувались, такими виявились неперiодичнi групи i, зокрема, групи без скруту вияви-
лись нiльпотентними. Iнакше кажучи, були отриманi деякi критерiї нiльпотентностi груп.

Пронормальнi пiдгрупи є узагальненням абнормальных пiдгруп. Нагадаємо, що пiдгру-
па H групи G називається пронормальною, якщо для довiльного елемента g з G пiдгрупи H
i Hg є спряженими в 〈H,Hg〉. У роботi [7] розглядалася будова груп, усi пiдгрупи яких є про-
нормальними за деяких природних обмежень на групу.

Будь-яка пронормальна пiдгрупа є контранормальною у своєму нормальному замиканнi,
так що деякi її властивостi також протилежнi властивостям субнормальних пiдгруп. Варто
зазначити, що мiж субнормальними i пронормальними пiдгрупами вже немає такого рiзкого
контрасту, як мiж субнормальними i абнормальними пiдгрупами. Пронормальна пiдгрупа
може бути субнормальною, але у цьому разi вона є нормальною. У работах П. Леговiнi [8, 9]
вивчались скiнченнi групи, усi пiдгрупи яких або субнормальнi, або пронормальнi. У данiй
роботi починається вивчення нескiнченних груп такого роду. Як i для iнших нескiнченних
груп тут вiдразу виникає питання про те, у якому класi можливий достатньо чiткий опис
таких груп. У зв’язку з цим зазначимо, що А.Ю. Ольшанським [10, гл. 9] були побудованi
нескiнченнi p-групи для достатньо великих простих чисел p, усi власнi неодиничнi пiдгрупи
яких мають простий порядок p. Тому будь-яка власна неодинична пiдгрупа такої групи буде
максимальною i не буде нормальною, тобто буде абнормальною. Зокрема, усi пiдгрупи такої
групи пронормальнi. Цей приклад показує, що реальний опис нескiнченних груп, всi пiд-
групи яких або субнормальнi, або пронормальнi, є можливим тiльки за деяких обмежень.
У нашiй роботi таким обмеженням є локальна майже розв’язнiсть групи. Це обмеження
є досить типовим у такого роду дослiдженнях. Основною метою роботи є розгляд непе-
рiодичних груп, усi пiдгрупи яких або субнормальнi, або пронормальнi. Наведемо тут не
тiльки основний результат роботи, а весь перелiк основних лем, що дасть змогу побачити
каркас доведення.

Лема 1. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормальною.
(i) Якщо H — пiдгрупа G, то довiльна пiдгрупа H або пронормальна, або субнормальна.
(ii) Якщо L — нормальна пiдгрупа G, то будь-яка пiдгрупа G/L або пронормальна, або

субнормальна.
(iii) Якщо U , V — пiдгрупи G, до того ж U — нормальна в V , то довiльна пiдгрупа

V/U або пронормальна, або субнормальна.
Нижченаведений результат, який було доведено в роботi [11], є дуже корисним для на-

ших дослiджень.
Лема 2. Нехай G — локально нiльпотентна група. Якщо пiдгрупа H пронормальна

в групi G, то вона нормальна в G.
Наслiдок 1. Нехай G — група, всi пiдгрупи якої або пронормальнi, або субнормальнi.

Якщо H — локально нiльпотентна пiдгрупа G, то будь-яка пiдгрупа H субнормальна в H.
Наслiдок 2. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною, або субнормаль-

ною. Якщо H — локально нiльпотентна пiдгрупа G, то H — розв’язна.
Якщо G — група, то покладемо

B(G) = 〈g ∈ G|〈g〉 є субнормальною пiдгрупою G〉.

Пiдгрупа B(G) називається радикалом Бера групи G.
Вiдзначимо, що пiдгрупа B(G) локально нiльпотентна (див., напр., [12, тeoрема 2.5.1]).
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Лема 3. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормальною.
Якщо локально нiльпотентна пiдгрупа H мiстить елемент g 6∈ B(G), то циклiчна пiд-
група 〈g〉 нормальна в H i H/〈g〉 буде дедекiндовою групою.

Наслiдок 1. Нехай G — група, усi пiдгрупи якої або пронормальнi, або субнормальнi.
Якщо B(G) не мiстить локально нiльпотентну пiдгрупу H, то H — нiльпотентна.

Наслiдок 2. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормаль-
ною. Тодi її радикал Бера збiгається з локально нiльпотентним радикалом.

Нагадаємо, що група G називається T -групою, якщо кожна її субнормальна пiдгрупа бу-
де нормальною в G. Група G називається T -групою, якщо довiльна пiдгрупа G є T -групою.

Лема 4. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормальною.
Тодi G/B(G) буде T -групою.

Наслiдок. Нехай G — локально майже розв’язна група, кожна пiдгрупа якої є про-
нормальною або субнормальною, B = B(G).

(i) Якщо G/B не є перiодичною, то G/B — абелева.
(ii) Якщо G/B — перiодична, то G/B мiстить у собi таку абелеву нормальну пiдгрупу

L/B, що кожна пiдгрупа L/B є G-iнварiантною, G/L — дедекiндова група, 2 6∈ Π(L/B)
i Π(L/B)

⋂
Π(G/L) = ∅.

Лема 5. Нехай G — локально скiнченна группа i нехай H — нормальна пiдгрупа G.
Нехай далi π — множина простих чисел i припустимо, що будь-яка силовська π-пiдгру-
па G буде локально нiльпотентною. Якщо G має пронормальну силовську π-пiдгрупу S,
то SH/H є силовською π-пiдгрупою G/H.

Твердження 1. Нехай G — локально майже розв’язна група, кожна пiдгрупа якої
є пронормальною або субнормальною. Тодi всяка пiдгрупа G/B(G) буде пронормальною.

Лема 6. Нехай G — локально майже розв’язна група, кожна пiдгрупа якої є пронор-
мальною або субнормальною. Тодi радикал Бера групи G вiдмiнний вiд 〈e〉.

Твердження 2. Нехай G — локально майже розв’язна група, кожна пiдгрупа якої
є пронормальною або субнормальною. Тодi G — розв’язна.

Лема 7. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормальною.
Нехай далi g ∈ G \ B(G) i припустимо, що G мiстить такi 〈g〉-iнварiантнi пiдгрупи
A, B, що A — нормальна в B i B/A — абелева група без скруту. Якщо елемент g має
скiнченний порядок, то g ∈ CG(B/A).

Лема 8. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормальною.
Нехай далi g — елемент нескiнченного порядку i g 6∈ B(G). Припустимо, що G мiстить
у собi такi 〈g〉-iнварiантнi пiдгрупи A, B, що A — нормальна в B i B/A — абелева група
без скруту. Якщо iснує таке натуральне число k, що gk ∈ CG(B/A), то g ∈ CG(B/A).

Лема 9. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормальною.
Нехай далi g — такий елемент нескiнченного порядку, що 〈g〉

⋂
B(G) = 〈1〉. Припустимо,

що G мiстить у собi такi 〈g〉-iнварiантнi пiдгрупи A, B, що A — нормальна в B i B/A
є абелевою групою без скруту. Тодi g ∈ CG(B/A).

Наслiдок 1. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормаль-
ною. Нехай далi g ∈ G\B(G) i припустимо, що G мiстить у собi такi 〈g〉-iнварiантнi пiд-
групи A, B, що A — нормальна в B i B/A є абелевою групою без скруту. Тодi g ∈ CG(B/A).

Наслiдок 2. Нехай G — група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною або субнормаль-
ною. Припустимо, що B(G) мiстить у собi такi G-iнварiантнi пiдгрупи A, B, що A 6 B
i B/A — абелева група без скруту. Якщо фактор B/A центральний в B(G), то фактор
B/A центральний i в G.
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Теорема 1. Нехай G — локально майже розв’язна група, кожна пiдгрупа якої є про-
нормальною або субнормальною. Тодi G мiстить у собi таку нормальну перiодичну пiд-
групу T , що G/T є нiльпотентною i не має скруту.

Наслiдок. Нехай G — локально майже розв’язна група, кожна пiдгрупа якої є пронор-
мальною або субнормальною. Якщо G не має скруту, то G — нiльпотентна.

У загальних рисах можна отримати картину будови локально скiнченної групи, кожна
пiдгрупа якої є пронормальною або субнормальною

Теорема 2. Нехай G — локально скiнченна група, кожна пiдгрупа якої є пронормальною
або субнормальною. Тодi в G знайдуться пiдгрупи K 6 B 6 G, якi задовольняють такi
умови:

(i) B — радикал Бера групи G, K — така нiльпотентна нормальна пiдгрупа B, що
B/K — подiльна абелева група скiнченного спецiального рангу.

(ii) Кожна пiдгрупа G/B пронормальна, так що або G/B — дедекiндова група, або G/B
мiстить у собi нормальну абелеву пiдгрупу L/B, яка задовольняє такi умови:

(iia) кожна пiдгрупа L/B є G-iнварiантною;
(iib) G/B є напiвпрямим добутком L/B на D/B, де D/B — дедекiндова група;
(iic) 2 6∈ Π(L/B);
(iid) Π(L/B)

⋂
Π(D/B) = ∅.

Деталiзацiя будови локально скiнченних груп, кожна пiдгрупа яких є пронормальною
або субнормальною, потребує спецiального окремого розгляду.
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On the groups, whose subgroups are either pronormal or subnormal

Let G be group. A subgroup H of G is said to be pronormal if, for every element g of G, the

conjugates H and Hg are already conjugate in the subgroup 〈H,Hg〉 generated by H and Hg. Here

we study nonperiodic groups, whose subgroups are either subnormal or pronormal.
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