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Комп’ютерне моделювання умов утворенння евтектики

в системi Hf−HfB

Побудовано термодинамiчний потенцiал подвiйної системи Hf−HfB за методом псевдо-

потенцiалiв. Енергiю теплових коливань обчислено в рамках моделi Ейнштейна з вико-

ристанням енергiї взаємодiї мiж атомними площинами. Оцiнена енергiя змiшування

систем пiдтверджує факт утворювання евтектики. Визначено концентрацiї компо-

нент i температури в точцi евтектики. Обчислено питомий електроопiр для компо-

нентiв та системи в цiлому.

Гафнiй має високий опiр до радiацiйних пошкоджень. Для того щоб скористатися “ядерни-
ми” властивостями гафнiю, необхiдно застосовувати або рiзноманiтнi сплави гафнiю, що ма-
ють необхiднi механiчнi властивостi i опiр корозiї, або тугоплавкi з’єднання гафнiю. Одним
iз ефективних способiв пiдвищення мiцнiсних характеристик гафнiю без погiршення погли-
наючої здатностi є створення композицiйних металокерамiчних матерiалiв на основi гаф-
нiю та бору, що зумовлено специфiчними “ядерними” властивостями вказаних елементiв.
Крiм того, бор ефективно поглинає швидкi нейтрони, тому матерiал системи гафнiй — бор
є бiльш унiверсальним поглиначем [1].

Дiаграма стану системи Hf−B, що наведена в довiдниковiй лiтературi за даними робiт
Руди, Новотного та Глезера, демонструє iснування в цiй системi двох боридних фаз — HfB та
HfB2. Монобориду гафнiю приписується то ромбiчна структура B27, то кубiчна типу B1 [2].

За результатами роботи К. Портного, В. Ромошова та iн. (1971 р.), в системi Hf−B iснує
лише сполука HfB2, а те, що вважається моноборидом гафнiю, являє собою складну фазу
Hf (B, N, O), яка виникла в результатi впливу газових домiшок (N, O) на взаємодiю гафнiю
з бором [2].

В областi атомної енергетики зростає iнтерес до Hf та HfB, але при цьому вiдсутнi екс-
периментальнi та теоретичнi дослiдження HfB. Тому мета даної роботи — провести обчи-
слювальний експеримент за допомогою квантово-механiчних дослiджень для HfB, а також
визначити евтектики в системi Hf−HfB, обчислити їх характернi параметри.

Застосовуємо термодинамiчний розрахунок з перших принципiв.
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Кристалiзацiя протiкає при сталому атмосферному тиску, тому використовуємо тер-
модинамiчний потенцiал F = U − TS (вiльна енергiя), де U — внутрiшня енергiя; T —
температура; S — ентропiя системи. Тодi умова термодинамiчної рiвноваги зводиться до
вимоги мiнiмальностi функцiї F :

dF = 0; d2F > 0.

У роботi застосовуємо модель, що грунтується на таких твердженнях.
Композицiйний (Hf−HfB) матерiал складається з двох типiв монокристалiв (A та B) що

зрощено разом.
Границя стиковки двох монокристалiв обирається з геометричних мiркувань (найбiльш

близький збiг параметрiв двох рiзних кристалiчних граток).
На границi стиковки двох рiзних кристалiчних граток не враховуються локальнi напру-

ження, якi вiдповiдальнi за неповну вiдповiднiсть параметрiв граток.
Енергiя електрон-iонної системи розраховується на один атом або молекулу (Hf, HfB).

Якщо кристал складається з однакових атомiв, наприклад гафнiю, то для обчислення енер-
гiї мiжатомної взаємодiї використовується об’єм, що припадає на один атом у кристалiч-
нiй гратцi. Для кристалiв монобориду гафнiю середнiй об’єм, що припадає на один атом
у кристалiчнiй гратцi, є некоректним. Коректним буде поняття просто молекула замiсть
поняття атому. Елементарна комiрка складається з молекул, об’єм яких збiгається з об’є-
мом комiрки. Вважаючи, що складна структура — це кристалiчна гратка з базисом, всi
квантово-механiчнi розрахунки, якi проводяться для атомiв, можна перевести на молекули
з урахуванням їх вiдносного розмiщення.

Враховується взаємодiя атомiв лише з найближчими сусiдами в кристалiчнiй гратцi.
Для побудови термодинамiчних потенцiалiв нам необхiдно визначити енергiю елект-

рон-iонної системи за допомогою методу апрiорного псевдопотенцiалу. В розрахунках ви-
користовуємо апрiорний псевдопотенцiал вигляду [3]

V (r) = −
z

r
+

l0
∑

l=0

(

Al +
z

r

)

exp

(

−
r

Rl

)

Pl.

Тут l — орбiтальне квантове число; l0 — його максимальне значення для даного атому;
Al, Rl — параметри псевдопотенцiалу; r — вiдстань вiд електрона до iонного остову; Pl —
проекцiйний оператор.

Параметри псевдопотенцiалу Al та Rl для наведених елементiв обчислено за методи-
кою [3].

Енергiя, що залежить вiд типу структури при сталому об’ємi молекули, буде сумою
електричної енергiї i енергiї зонної структури, яку можна виразити як результат суми пар-
них мiжмолекулярних потенцiалiв. Парнi мiжмолекулярнi потенцiали для двох молекул
HfB (l та j), що знаходяться на вiдстанi Rlj , мають вигляд:

Φ(Rlj) =
2Ω0

8π3

∫
[

Φ0(~q) +
2π

Ω0q2

(

z1
Ω1

Ω0

+ z2
Ω2

Ω0

exp(−i~q~r)

)2]

exp(i~q ~Rlj) d~q.

Для двох атомiв Hf парний мiжатомний потенцiал набуває вигляду

Φ(Rlj) =
2Ω0

8π3

∫
[

Φ0(~q) +
2π

Ω0q2
z2
]

exp(i~q ~Rlj) d~q.
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Тут z1, z2 — числа вiльних електронiв атомiв, що входять у склад молекули; z — число
вiльних електронiв в атомi Hf; ~q — хвильовий вектор; Φ0(~q) — характеристична функцiя

Φ0(~q) = V 2(q)χ(q)ε(q),

де χ(q) та ε(q) описують кореляцiю i екранування вiльних електронiв в дослiджуваних
системах, визначенi в [3]; V (q) — Фур’є-перетворення псевдопотенцiалу.

При вiдомих значеннях псевдопотенцiалу V (q) i структурного фактора кристалiчної
гратки S(q) можна визначити питомий електроопiр за формулою [4]

ρ = c ·N

2
∫

0

|S(q)|2|V (q)|2x3dx,

де x = q/kF — iмпульс Фермi; N — число елементiв (атомiв, молекул) в кристалi, а c =
= 3πmΩ/(8~e2EF ). Тут m, e — маса та заряд електрона; Ω — об’єм атома чи молекули; EF —
енергiя Фермi. При обчисленнi структурного фактора та хвильових векторiв враховуємо,
що Hf має ГЩУ гратку, а HfB — кубiчну.

Пiдставляючи значення псевдопотенцiалу та структурного фактора для елементiв Hf та
HfB, отримуємо питомий електроопiр для цих компонентiв. Для Hf ρ = 29,77 · 10−6 Ом · см,
а експериментальне значення — 30 · 10−6 Ом · см [5]. Для HfB — ρ = 18,775 · 10−6 Ом · см,
експериментальне значення не визначено.

Енергiю взаємодiї молекул можна подати як суму

UAA =
1

N

∑

lj

Φ(~Rlj)

парних мiжмолекулярних (мiжатомних) потенцiалiв, де ~Rlj — вiдстань мiж атомами або
молекулами l та j; N — число атомiв чи молекул в представленому об’ємi.

Для розрахунку енергiї взаємодiї рiзних молекул обираємо середнiй об’єм та заряд мо-
лекули при наявностi двох елементiв A та B

Ω =
1

2
(ΩA +ΩB); z =

1

2
(zA + zB),

де ΩA, zA та ΩB , zB — об’єм i заряд елементiв A та B.
Зображуємо Φ0(q) у виглядi

Φ0(q) = VA(q)VB(q)χ(q)ε(q).

Тут VA та VB — псевдопотенiали елементiв типу A та B, χ(q) та ε(q) — функцiї, що врахову-
ють обмiнно-кореляцiйнi ефекти та екранування вiльного електронного газу усередненого
об’єму, а енергiя взаємодiї елементiв на вiдстанi R буде

ΦAB(R) =
2Ω

(2π)3

2kF
∫

0

[

Φ0(q) +
2π

Ωq2
z2
]

exp(i~q ~R) d~q

(~q — хвильовий вектор для змiшаної структури). Оскiльки важко визначити вектори змi-
шаних структур, проводимо чисельне iнтегрування за q в iнтервалi [0− 2kF ] (kF — iмпульс
Фермi для усередненого об’єму).
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Для обчислення енергiї UAB необхiдно обрати межу стиковки елементарних комiрок
двох компонентiв. При обчисленнi енергiї взаємодiї двох компонентiв враховано всi можливi
конфiгурацiї стиковок комiрок. Були обранi тi значення UAB, для яких система є стiйкою
(тобто має мiнiмальну енергiю).

На основi зроблених допущень енергiю твердого розчину з концентрацiєю C можна
подати, за аналогiєю [6], у виглядi

U = C2UAA + (1− C)2UBB + C(1− C)UAB,

а вiльну енергiю —

F = C2UAA + (1− C)2UBB + C(1− C)UAB + kT [C lnC + (1− C) ln(1 −C)]−

− T [CSA + (1− C)SB],

де k — стала Больцмана; SA та SB — ентропiї компонентiв; C — концентрацiя компонента A.
Ентропiю компонентiв можна визначити за значеннями енергiї теплових коливань кри-

сталiчної гратки. Використовуємо модель Ейнштейна, де всiм коливанням приписується
одна й та сама частота. Для енергiї теплових коливань (що припадають на одну молекулу)
при температурi T маємо [5]

UT =
~ω

exp

(

~ω

kT

)

− 1

.

Знаходимо теплоємнiсть γΩ (при сталому об’ємi) через енергiї коливань гратки

γΩ =

k

(

~ω

kT

)2

exp

(

~ω

kT

)

(

exp

(

~ω

kT

)

− 1

)2
.

Ентропiю компонентiв визначаємо iз спiввiдношення

dST = γΩdT.

Частоту коливань визначаємо за формулою [5]

ω2 =
α

M
.

Тут α = ∂2E/∂c2 при c = c0 — силова стала; M — маса молекули; E — енергiя мiжплощинної
взаємодiї (c — параметр гратки, перпендикулярний до площин, що коливаються; c0 — його
значення в рiвноважному станi кристала).

Обчислення енергiї мiжплощинної взаємодiї проводилося за схемою, наведеною в ро-
ботi [7]. Отриманi такi значення частоти коливань молекул компонентiв: для Hf — ω =
= 0,0623 · 1013 с−1; для HfB — ω = 0,04 · 1013 с−1.

Обчисленi значення енергiї взаємодiї мiж компонентами в дослiджуваних системах по-
дано в табл. 1, де також наведено параметри гратки елементарних комiрок, що визначенi
за умови мiнiмуму повною енергiї системи.
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Енергiя змiшування визначається через величину

∆U = UAB − 0,5 · (UAA + UBB).

Як iндикатор утворювання евтектики в твердiй фазi використовуємо умову [6]

∆U > 2kT,

де T — будь-яка температура з областi iснування даної фази (∆U = 0,1743 · 10−18 Дж,
2kTmax = 0,06157 · 10−18 Дж).

Для системи HfB ∆U > 2kTmax, де Tmax — максимальна температура даної фази, тобто
температура плавлення тугоплавкого компонента.

Термодинамiчний потенцiал для дослiджуваного сплаву в системi A − B для твердої
фази можна подати у виглядi

F = C2UAA + (1− C)2UBB + 2C(1−C)UAB + Tk[C ln(C) + (1− C) ln(1−C)]−

− kT

{

C

[(

1 +
1

exp(~ωA/kT )− 1

)

~ωA

kT
− ln

∣

∣

∣

∣

exp

(

~ωA

kT

)

− 1

∣

∣

∣

∣

]

+

+ (1−C)

[(

1 +
1

exp(~ωB/kT )− 1

)

~ωB

kT
− ln

∣

∣

∣

∣

exp

(

−
~ωB

kT

)

− 1

∣

∣

∣

∣

]

}

,

де ωA та ωB — частоти коливань молекул A та B.
Склад сплаву в системi A−B, а також температуру в точцi евтектики визначаємо з умов:

∂F

∂C
= 0

(

∂2F

∂C2
> 0

)

;

∂F

∂T
= 0

(

∂2F

∂T 2
< 0

)

.

У пiдсумку отримуємо системи алгебраїчних рiвнянь з двома невiдомими CE та TE .
Розв’язуючи цю систему рiвнянь, отримуємо концентрацiю CE = 0,77 i температуру

TE = 2173 ◦K в точцi евтектики.
Якщо подати двокомпоненту систему Hf−HfB як набiр елементарних провiдникiв, по-

в’язаних мiж собою паралельно або послiдовно, то можна обчислити питомий електроопiр
композицiйного матерiалу [6].

Вздовж осi росту композицiйного матерiалу для питомого електроопору можна записати

1

ρII
=

1

ρ1CΩ
1

+
1

ρ2CΩ
2

,

де ρ1 та ρ2 — питомi електроопори компонентiв, а CΩ
1 та CΩ

2 — їх об’ємнi долi.

Таблиця 1. Енергетичнi характеристики та параметри гратки Hf, HfB

Елемент
Параметри гратки a, c н. м.

Енергiя −Uij , Дж
Розрахунок Експеримент [5]

Hf 0,325; 0,495 0,319; 0,505 UAA = 0,154369 · 10
−18

HfB 0,4586 0,462 UBB = 0,378235 · 10
−18

Hf−HfB UAB = 0,020378 · 10
−18
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Об’ємнi долi визначаються iз спiввiдношення

CΩ
A =

ΩACE

Ω
, CΩ

B =
ΩB(1− CE)

Ω
,

де Ω — об’єм композицiйного матерiалу,

ΩACE +ΩB(1− CE) = Ω.

Об’ємнi долi для Hf CΩ
A = 0,711 та CΩ

B = 0,289 для HfB.
Поперек осi росту композицiйного матерiалу маємо:

ρ⊥ = CΩ
1 ρ1 + CΩ

2 ρ2.

Питомий електроопiр ρII = 4,3189 · 10−6Oм · см, а ρ⊥ = 26,592 · 10−6 Oм · см.
Результати обчислювального експерименту на базi псевдопотенцiального пiдходу пiд-

твердили:
повну взаємну нерозчиннiсть компонент у системi Hf−HfB;
узгодженiсть фiзичних параметрiв компонент iз вiдповiдними експериментальними зна-

ченнями;
iснування евтектичного сплаву в системi Hf−HfB.
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Computer modeling of conditions of the formation of the eutectic in the

Hf−HFB system

The thermodynamical potential of the double system Hf−HFB is built by the method of pseudopo-

tentials. The energy of thermal vibrations is calculated within the framework of the Einstein model

with the use of the energy of interaction between atomic planes. The appraised energy of mixing

confirms the formation of the eutectic. The concentrations of components and the temperature

at the eutectic point are determined. Specific electrical resistances for components and the whole

system are calculated.
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