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Описано новий сценарiй переходу до детермiнованого хаосу, який узагальнює вiдомий

сценарiй Помо–Манневiлля.

При вивченнi детермiнованого хаосу важливе значення має встановлення сценарiю переходу
динамiчної системи до усталеного хаотичного руху. Незважаючи на безмежне рiзномаїття
реальних динамiчних систем, на даний час описано всього три основних типи сценарiїв пе-
реходу до детермiнованого хаосу. Це — сценарiй Фейгенбаума [1, 2], перехiд до хаосу через
перемiжнiсть за Помо–Манневiллем [3, 4] i перехiд до хаосу через руйнування квазiперiо-
дичних атракторiв [5]. Тому опис нових типiв сценарiїв таких переходiв є актуальною та
цiкавою науковою задачею.

Розглянемо детермiновану динамiчну систему, математична модель якої має вигляд
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Ця система була отримана в роботах [6–8] при вивченнi резонансних коливань вiльної по-
верхнi рiдини в цилiндричному бацi, платформа якого збуджується електродвигуном обме-
женої потужностi. Вона є неiдеальною динамiчною системою за Зоммерфельдом–Кононен-
ком [9]. Система (1) є нелiнiйною системою диференцiальних рiвнянь п’ятого порядку. Фа-
зовi змiннi p1, q1 та p2, q2 — амплiтуди домiнантних мод вiльної поверхнi рiдини. Фазова
змiнна β пропорцiйна швидкостi обертання вала електродвигуна. В систему (1) входить
шiсть параметрiв A, B, α, N1, N3, µ1, якi визначаються через фiзичнi та геометричнi ха-
рактеристики бака з рiдиною й електродвигуна. Детальний опис цих параметрiв наведений
у роботах [6–8].

У роботах [6–8] було доведено iснування детермiнованого хаосу в системi (1), класифiко-
вано декiлька типiв хаотичних атракторiв та показано, що хаотичнi атрактори є типовими
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атракторами цiєї системи. Зауважимо, що детальне та всебiчне вивчення хаотичної дина-
мiки системи (1) можливо тiльки за допомогою поєднання кiлькох чисельних методiв та
алгоритмiв. Методика проведення таких дослiджень описана в роботах [7, 8].

Розглянемо деякi сценарiї переходу до хаосу, якi мають мiсце в системi (1). Припустимо,
що параметри системи дорiвнюють:

A = 1,12, B = −1,531,

α = −0,1, N1 = −1, µ1 = 0,5.
(2)

Параметр N3 розглядався як бiфуркацiйний i був змiнним при проведеннi чисельних роз-
рахункiв. Вивчимо деякi особливостi переходу до хаосу при змiнi значення N3. Так, при
N3 = −0,38 атрактором системи є стiйкий граничний цикл. При зменшеннi значень N3 по-
чинається нескiнченний каскад бiфуркацiй подвоєння перiоду граничних циклiв, який закiн-
чується виникненням хаотичного атрактора при N3 ≈ −0,3944. Перехiд до хаосу вiдбуває-
ться за сценарiєм Фейгенбаума [1, 2]. Всi граничнi цикли каскаду мають нульовий старший
ляпуновський характеристичний показник. Виникнення детермiнованого хаосу визначає-
ться появою додатного ляпуновського характеристичного показника. Виниклий хаотичний
атрактор iснує на дуже малому iнтервалi змiни N3 i вже при N3 = −0,39504 змiнюється
хаотичним атрактором iншого типу.

На рис. 1, а наведено частину фазопараметричної характеристики (бiфуркацiйного де-
рева) системи (1), побудовану за допомогою метода Ено [5, 7], на рис. 1, б — збiльше-
ний фрагмент цiєї характеристики. У правiй частинi рисункiв можемо спостерiгати окре-
мi “гiлки” цього бiфуркацiйного дерева, яким вiдповiдають перiодичнi атрактори систе-
ми (1). У центрi та справа на цих рисунках розташованi густо-чорнi областi фазопа-
раметричної характеристики, що вiдповiдають хаотичним атракторам. На рис. 1, б чi-
тко спостерiгаються розщеплення “гiлок” бiфуркацiйного дерева, що вiдповiдають бiфур-
кацiям подвоєння перiоду. Це є наочним пiдтвердженням того, що перехiд вiд регуляр-
них режимiв до хаотичних при зменшеннi параметра N3 вiдбувається за сценарiєм Фей-
генбаума.

В околi точки N3 = −0,39504 на рис. 1, а в лiвiй частинi помiтно значне зростан-
ня площi густо-чорної областi. При проходженнi даної точки спостерiгається бiфуркацiя
типу “хаос–хаос”, у результатi якої в системi (1) виникає хаотичний атрактор нового ти-
пу. Такi атрактори характеризуються iстотним зростанням об’єму областi їх локалiзацiї
у фазовому просторi. Опишемо сценарiй виникнення таких атракторiв. На рис. 1, в, г
зображенi проекцiї фазових портретiв хаотичних атракторiв, побудованих при N3 = −

−0,39503 та N3 = −0,39504. Хаотичний атрактор, наведений на рис. 1, г, вiдрiзняється
вiд хаотичного атрактора, наведеного на рис. 1, в, помiтним збiльшенням амплiтуд часо-
вих реалiзацiй фазових змiнних. Звернемо увагу, що бiльш темна середня частина атра-
ктора, зображеного на рис. 1, г, якiсно подiбна до хаотичного атрактора з рис. 1, в.
Цi рисунки проясняють механiзм перемiжностi при виникненнi одного атрактора з iн-
шого. У точцi бiфуркацiї хаотичний атрактор з рис. 1, в зникає й у системi (1) ви-
никає атрактор нового типу, рух траєкторiй по якому складається з двох фаз. “Ламi-
нарну” фазу представляють хаотичнi блукання траєкторiй виниклого атрактора в око-
лi траєкторiй зниклого атрактора. У непередбачений момент часу траєкторiї “зриваю-
ться” i йдуть у вiддаленi областi фазового простору. Це “турбулентна” фаза рухiв тра-
єкторiй. Потiм траєкторiї знову повертаються в область зниклого атрактора. Цей про-
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Рис. 1. Фазопараметрична характеристика системи (1) (а, б ); проекцiї фазових портретiв хаотичних атра-
кторiв при N3 = −0,39503 (в) i при N3 = −0,39504 (г)

цес повторюється нескiнченне число разiв. На вiдмiну вiд вiдомого сценарiю перемiжно-
стi за Помо–Манневiллем [3, 4] у “ламiнарнiй” фазi вiдбувається рух не в околi зника-
ючого в точцi бiфуркацiї граничного циклу, а в околi зникаючого хаотичного атракто-
ра. За аналогiєю, прийнятою в статистичнiй механiцi [10], називатимемо цю фазу “гру-
боламiнарною”.

На рис. 2, а, б наведенi проекцiї розподiлу iнварiантної мiри по фазових портретах хао-
тичних атракторiв при N3 = −0,39503 (а) i при N3 = −0,39504 (б ), побудованi за допомогою
комп’ютерної технiки кодування вiдтiнками, що описана в [5, 7]. На рис. 2, б густозатемненi
дiлянки вiдповiдають “груболамiнарнiй” фазi перемiжностi, а бiльш свiтлi — турбулентним
сплескам. З цього рисунка чiтко видно, що тривалiсть “груболамiнарних” фаз значно пе-
ревищує тривалiсть “турбулентних” фаз. Розподiл iнварiантної мiри по фазовому портрету
хаотичного атрактора на рис. 2, а є досить рiвномiрним, що характерно для хаотичних
атракторiв, що виникли за сценарiєм Фейгенбаума. Тут також добре видно якiсну подi-
бнiсть рис. 2, а й рис. 2, б, яка вказує на те, що зникаючий хаотичний атрактор служить
“основою” “груболамiнарної” фази виникаючого атрактора.

На рис. 2, в, г наведенi перерiзи Пуанкаре, площиною β = −0,5, цих атракторiв. Обидва
перерiзи Пуанкаре є точковими хаотичними множинами. Один з них (рис. 2, г) як фрагмент
мiстить множину, якiсно подiбну до iншого перерiзу (рис. 2, в), що зайвий раз пiдтверджує
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Рис. 2. Проекцiї розподiлу iнварiантної мiри (а, б ) i перерiзiв Пуанкаре (в, г) хаотичних атракторiв при N3 =

= −0,39503 (а, в) та при N3 = −0,39504 (б, г)

наявнiсть у системi перемiжностi типу “хаос–хаос”. Таким чином, маємо реалiзацiю перемi-
жностi, вiдмiнної вiд вiдомих сценарiїв Помо–Манневiлля.
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A.Yu. Shvets

Generalization of the scenario of intermittency at a transition to

determistic chaos

A new scenario of the transition to a deterministic chaos, which generalizes the known scenario

of Pomeau–Manneville, is revealed and described.
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