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Розглядається задача про власнi неосесиметричнi коливання порожнистих п’єзокерамiч-

них цилiндрiв, поляризованих у радiальному напрямi. Пiсля роздiлення змiнних i подання

компонентiв вектора перемiщень у виглядi стоячих хвиль у напрямку кругової коор-

динати вихiдна тривимiрна задача зводиться до двовимiрної. Застосування методу

сплайн-колокацiй за поздовжньою координатою дозволяє дану двовимiрну задачу звести

до граничної задачi в звичайних диференцiальних рiвняннях. Отримана задача розв’язу-

ється стiйким методом дискретної ортогоналiзацiї у поєднаннi з методом покрокового

пошуку. Наведено результати чисельного аналiзу частот власних коливань цилiндра

у широкому спектрi змiни геометричних характеристик.

Пьезокерамические элементы цилиндрической формы широко используются в акустоэлект-
ронике, в частности, в гидроакустике в качестве активных элементов для излучения и при-
ема акустических волн.

Математические трудности решения краевых задач электроупругости в трехмерной по-
становке объясняют тот факт, что в научной литературе известны только отдельные ра-
боты о колебаниях пьезокерамических цилиндров конечной длины, выполненные в рамках
трехмерной теории упругости [1–7]. В работе [5] исследовались осесимметричные колебания
пьезокерамического цилиндра конечной длины.

В данной работе для исследования задачи о собственных неосесимметричных колеба-
ниях пьезокерамических цилиндров предлагается эффективная численно-аналитическая
методика, основанная на сочетании методов разделения переменных, разложения в ряды
Фурье, метода сплайн-коллокаций и метода пошагового поиска.

Рассматривается пьезокерамический полый цилиндр с радиальной поляризацией пьезо-
керамического материала. Боковые поверхности цилиндра свободны от внешних воздейст-
вий и покрыты тонкими короткозамкнутыми электродами. Торцы цилиндра жестко за-
щемлены и свободны от электродов.
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Уравнения гармонических колебаний в цилиндрической системе координат (r, θ, z)
имеют вид:
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Здесь σij — компоненты тензора напряжений; ρ — плотность материала; ω — круговая
частота; ui — компоненты вектора перемещений; Di — компоненты вектора электрической
индукции; Ei — компоненты вектора напряженности электрического поля; ϕ — электроста-
тический потенциал; εij — компоненты тензора деформаций.

Материальные соотношения для пьезокерамического материала, поляризованного в ра-
диальном направлении, имеют вид:

σrr = c33εrr + c13εθθ + c13εzz − e33Ez,

σθθ = c13εrr + c11εθθ + c12εzz − e31Ez,

σzz = c13εrr + c12εθθ + c11εzz − e31Ez,

σθz = 2c66εθz, σrz = 2c55εrz − e15Ez, σrθ = 2c55εrθ − e15Eθ,

Dr = e33εrr + e13εθθ + e13εzz + ε33Ez,

Dθ = 2e15εrθ + ε11Eθ, Dz = 2e15εrθ + ε11Eθz.

(4)

Здесь cij — компоненты тензора модулей упругости; eij — компоненты тензора пьезомоду-
лей; εij — компоненты тензора диэлектрической проницаемости материала.

Граничные условия на боковых поверхностях цилиндра (при r = R0 ± h) задаются
следующие.

Поверхности свободны от внешних усилий σrr = σrθ = σrz = 0 и покрыты тонкими
электродами, которые закорочены ϕ = 0.

Торцы цилиндра (при z = L/2) жестко защемлены ũr = 0; ũr = 0; ũz = 0 и свободны
от электродов Dz = 0.
Тут R0 — радиус серединной поверхности цилиндра; h — половина толщины цилиндра;
L — длина цилиндра.
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Подставив соотношения (3) и (4) в уравнения (1) и (2) и разрешив их относительно
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Здесь введены обозначения:

∆ = c̃55ε̃33 + ẽ233, ∆1 = c̃33ẽ15 − c̃55ẽ33, ∆2 = c̃33ẽ15 − (c̃11 + c̃55)ẽ33,

∆3 = c̃33(ẽ13 + ẽ15)− (c̃13 + c̃55)ẽ33, ∆4 = (c̃12 − c̃13)ẽ33 + c̃33ẽ13,

∆5 = c̃33ε̃11 + ẽ15ẽ33, ∆6 = c̃55ε̃33 + ẽ15ẽ33, ∆7 = (c̃11 + c̃55)ε̃33 + ẽ15ẽ33,

∆8 = (c̃13 + c̃55)ε̃33 + (ẽ13 + ẽ15)ẽ33, ∆9 = (c̃12 − c̃13)ε̃33 − ẽ13ẽ33,
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а также безразмерные величины:
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где ω — круговая частота; λ = 1010Πa; ε0 — диэлектрическая проницаемость вакуума.
Учитывая замкнутость цилиндрического тела в направлении окружной координаты,

компоненты вектора смещений и электростатический потенциал можно представить в виде
стоячей волны в окружном направлении:

ur = hu1(r, z) cosmθ, uθ = hu2(r, z) sinmθ, uz = hu3(r, z) cosmθ,

ϕ = h

√
λ

ε0
u4(r, z) cosmθ.

(8)
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Далее используем метод разделения переменных — функции u1(r, z), u2(r, z), u3(r, z),
u4(r, z) ищем в виде:

u1(r, z) =

N∑

i=0

v1(x)ϕ1i(z), u2(r, z) =

N∑

i=0

v2(x)ϕ1i(z),
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N∑
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(9)

Здесь x = (r − R0)/h, vk (k = 1, 4) — искомые функции по переменной x, ϕji(z) (j =
= 1, 2; i = 0, 1, . . . , N) — линейные комбинации B-сплайнов на равномерной сетке ∆;
−L/2 = z0 < z1 < · · · < zn = L/2. Принимая во внимание граничные условия на торцах ци-
линдра при z = −L/2 и z = L/2, можно заметить, что в систему входят производные от
компонент вектора решения не выше второго порядка, следовательно, можно ограничиться
аппроксимацией сплайн-функциями третьего порядка.

Если ввести обозначения

Φj = [ϕji(ξk)], vn = [un0, un1, . . . , unN ]T,

aTkl = {akl(x, ξ0,Ω2), akl(x, ξ1,Ω
2), . . . , akl(x, ξN ,Ω2)},

k, i = 0, N, j = 1, 2, (k, l) ∈ {(k, l) | k, l = 1, 6, n = 1, 4},

(10)

система (5) превратится в систему 8 (N + 1)линейных дифференциальных уравнений отно-
сительно функций vi, ṽi i = 1, 4:

dvi
dx
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dṽ3
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Эту систему можно привести к виду:

dR

dx
= A(x,Ω)R. (12)

Вектор R̄ = {v1, ṽ1, v2, ṽ2, v3, ṽ3, v4, ṽ4, }, а ненулевые элементы матрицы A равны:
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Граничные условия будут иметь вид:

B1R(−1) = 0, B2R(1) = 0.
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Рис. 1 Рис. 2

Результаты численного анализа приведены на рис. 1 и рис. 2. В качестве материала ци-
линдра рассматривалась пьезокерамика PZT 4. На рис. 1 представлена зависимость пер-
вых пяти частот собственных колебаний от относительной длины цилиндра L/h (R+ = 5;
R− = 3). Здесь R+ — внешний радиус цилиндра; R− — внутренний. Сплошными линия-
ми изображены значения собственных частот с учетом пьезоэффекта, штриховыми — без
учета (eij = 0). Из рисунка видно, что влияние пьезоэффекта приводит к “ужесточению”
материала, т. е. повышению значения собственных частот. При этом при определении пер-
вой и второй собственных частот влиянием пьезоэффекта можно пренебречь вплоть до
относительной длины (L > 5). Для более высоких частот это влияние заметно для более
длинных цилиндров.

На рис. 2 представлена зависимость первых пяти собственных частот от внутреннего
диаметра цилиндра (R−), при этом длина цилиндра (L = 10) и внешний диаметр (R+ = 5)
остаются фиксированными. Рассматривается изменение внутреннего диаметра в широком
диапазоне от 0,05 до 4,95 безразмерных единиц. То есть от практически сплошного ци-
линдра до тонкой цилиндрической оболочки. Анализ приведеного рисунка показывает, что
при увеличении толщины цилиндра происходит увеличение собственных частот колебаний.
Причем можно отметить, что для первых четырех частот при увеличении толщины ци-
линдра происходит возрастание собственной частоты колебаний. Для пятой собственной
частоты после резкого роста частоты с увеличением толщины затем происходит ее плавное
снижение, чего не наблюдается при увеличении относительной длины цилиндра (рис. 1).
С ростом относительной длины цилиндра собственная частота колебаний всегда спадает.
Влияние пьезоэффекта для собственных частот проявляется даже для достаточно тонких
цилиндров.
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I. A. Loza

The solution of the problem on non-axisymmetric vibrations of hollow

piezoceramic cylinders with finite length

The problem on non-axisymmetric vibrations of a hollow piezoceramic cylinder polarized in the

radial direction is considered. The initial three-dimensional problem is reduced to a two-dimensio-

nal one by the separation of variables and the presentation of the displacement vector components as

standing waves in the circumferential direction. Using the method of spline-collocations on the longi-

tudinal coordinate allows us to reduce the two-dimensional boundary-valued problem to that with

ordinary differential equations. The problem obtained is solved by the stable discrete orthogonali-

zation coupled with the step-by-step search method. The numerical results are presented for natural

frequencies of vibrations in a wide range of the cylinder geometric characteristics.

58 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2010, №6


