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Математична модель деформування довгого цилiндра

з внутрiшнiм межовим шаром за обмежених

перемiщень його торцiв

Запропоновано математичну модель деформування цилiндра, яка за його розтягуван-

ня обгрунтовує ефект локального звуження поперечного перерiзу. При цьому доведено,

що такий стан рiвноваги можливий тiльки за iснування у площинi симетрiї цилiндра

внутрiшнього межового шару.

Запропоновано математичну модель розтягування довгого цилiндра заданими обмеженими
нормальними перемiщеннями його торцiв. При цьому доведено, що такий стан рiвноваги
цилiндра є можливим тiльки за iснування у його площинi симетрiї матерiальної поверхнi
розриву параметрiв поля першого порядку [1] — внутрiшнього межового шару, механiчним
проявом якого є стрибок пружних кутiв повороту i, вiдтак, стрибок дотичних напружень
пiд час переходу цiєї поверхнi вздовж нормалi.

Iснування внутрiшнього межового шару зi стрибком дотичних напружень вiдповiдно до
закону їх парностi призводить до утворення поверхневого межового шару [2] зi стрибком
у ньому поверхневих дотичних напружень на лiнiї виходу внутрiшнього межового шару на
поверхню цилiндра. При цьому з’ясовано, що стискуючi радiальнi напруження на цiй лiнiї
досягають максимального рiвня i сприяють утворенню шийки для пластичних матерiалiв.

Для цилiндричних зразкiв, виготовлених iз крихких матерiалiв, руйнування вiдбува-
ється без утворення шийки i спричинюється стрибком пружних кутiв повороту i, вiдтак,
дотичних напружень у межовому шарi. Величина стрибка визначається параметром −∞ <
< q < 1 — зведеною механiчною характеристикою межового шару i досягає максимального
значення на лiнiї його виходу на поверхню цилiндра.

1. Однорiдний пружний цилiндр вiднесемо до цилiндричної системи координат
(Rα, β,Rγ), де R — радiус цилiндра, i будемо вважати, що пiд дiєю зовнiшнього наван-
таження у цилiндрi реалiзується осесиметричний вiдносно осi γ напружено-деформований
стан.

Оскiльки за симетричного навантаження цилiндра площина γ = 0 його симетрiї не змi-
щується в напрямку осi γ, то ненульовi компоненти uα(α, γ), uγ(α, γ) вектора пружного
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перемiщення ~u у цьому випадку визначаються розв’язками рiвнянь статики пружного тi-
ла [3]:

k2∂αθ + 2∂γωβ = Xα(α)δ(γ), k2∂γθ − 2α−1∂α(αωβ) = 0 (1)

в цилiндрi 0 6 α 6 1, 0 6 |γ| < ∞ стосовно функцiй

θ(α, γ) = div ~u = α−1∂α(αuα) + ∂γuγ , 2ωβ(α, γ) = (rot ~u)β = ∂γuα − ∂αuγ (2)

за наявностi у площинi γ = 0 пелени об’ємних сил

Xα(α) = 4k2
∞
∫

0

ξA(ξ)J1(ξα) dξ (0 6 α 6 1) (3)

з довiльною густиною розподiлу A(ξ). В рiвняннях (1)–(3) k2 = (λ+2µ)/µ = 2(1−ν)/(1−2ν),
де λ, µ i ν — сталi Ламе i коефiцiєнт Пуассона; δ(γ) — дельта-функцiя Дiрака; J1(ξα) —
функцiя Бесселя першого роду першого порядку.

Якщо розподiл об’ємних сил у площинi γ = 0 задати законом

Xα(α) = 4k2
u0γ2

1−qΓ(2− q)

(k2 − 1)

∞
∫

0

J1(ξα)J1−q(ξ)

ξq
dξ =

4k2(1− q)u0γ
(k2 − 1)

αF (1; q; 2;α2), (4)

де u0γ — постiйна додатна величина, а F (a; b; c;α2) — гiпергеометрична функцiя Гаусса,
яка визначається гiпергеометричним рядом [3] з одиничним радiусом збiжностi за умови
c − a − b > 0, то, розв’язавши систему рiвнянь (1) i (2), знайдемо всi характеристики на-
пружено-деформованого стану в цилiндрi 0 6 α 6 1, 0 6 |γ| < ∞. Зокрема, позначивши
u0γ2

1−qΓ(2 − q) = C, одержимо

θ(α, γ) = − C

k2 − 1

∞
∫

0

J1−q(ξ)

ξ1−q
e−ξ|γ|J0(ξα) dξ,

ωβ(α, γ) = sign γ
k2C

k2 − 1

∞
∫

0

J1−q(ξ)

ξ1−q
e−ξ|γ|J1(ξα) dξ;

(5)

uα(α, γ) =
C

k2 − 1

{

(k2 + 1)

∞
∫

0

J1−q(ξ)

ξ2−q
e−ξ|γ|J1(ξα) dξ +

+ (k2 − 1)|γ|
∞
∫

0

J1−q(ξ)

ξ1−q
e−ξ|γ|J1(ξα)dξ

}

,

uγ(α, γ) = Cγ

∞
∫

0

e−ξ|γ|J1−q(ξ)J0(ξα)

ξ1−q
dξ,

(6)
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σαα(α, γ) = − µC

k2 − 1

{

3(k2 − 1)

∞
∫

0

J1−q(ξ)

ξ1−q
e−ξ|γ|J0(ξα)dξ − (k2 + 1)×

×
∞
∫

0

J1−q(ξ)

ξ1−q
e−ξ|γ|J2(ξα)dξ− (k2−1)|γ|

∞
∫

0

e−ξ|γ|ξqJ1−q(ξ)[J0(ξα) − J2(ξα)]dξ

}

,

σγγ(α, γ)=
2µC

k2−1

{ ∞
∫

0

J1−q(ξ)

ξ1−q
e−ξ|γ|J0(ξα)dξ−(k2−1)|γ|

∞
∫

0

e−ξ|γ|ξqJ0(ξα)J1−q(ξ)dξ

}

,

σαγ(α, γ) =
2µC

k2 − 1

{

k2 sign γ

∞
∫

0

J1−q(ξ)

ξ1−q
e−ξ|γ|J1(ξα)dξ−

−(k2 − 1)γ

∞
∫

0

e−ξ|γ|ξqJ1(ξα)J1−q(ξ)dξ

}

.

(7)

Аналiз виразiв (5)–(7) параметрiв напружено-деформованого стану вказує на те, що за
розподiлу (4) об’ємної сили Xα(α) об’ємна деформацiя θ(α, γ) < 0 в цилiндрi 0 6 α 6 1,
0 6 |γ| < ∞, а компонента ωβ(α, γ) вектора ~Ω = 0,5 rot ~u i, як наслiдок, компонента σαγ(α, γ)
тензора напружень мають стрибок пiд час переходу площини γ = 0 вздовж нормалi до неї.
Останнє пiдтверджує, що площина γ = 0, за означенням [1], є матерiальною поверхнею
розриву параметрiв поля першого порядку — внутрiшнiм межовим шаром, а об’ємна сила
Xα(α) — (4) є його математичною моделлю. Iнтеграли у виразах (5)–(7) можна обчислити
явно i знайти асимптотики характеристик напружено-деформованого стану в цилiндрi 0 6

6 α 6 1, 0 6 |γ| < ∞ при |γ| → ∞. Зокрема,

lim
|γ|→∞

uα(α, γ) ∼= −
u0γ

k2 − 1

α

|γ| , lim
|γ|→∞

uγ(α, γ) ∼= sign γu0γ ,

lim
|γ|→∞

θα(α, γ) ∼= −
u0γ

k2 − 1

1

|γ| .
(8)

Аналiз асимптотик (8) компонент uα(α, γ) i uγ(α, γ) вказує на те, що радiальне перемi-
щення uα(α, γ) прямує до нуля як |γ|−1 ∀α ∈ [0, 1], а нормальне перемiщення uγ(α, γ) —
до константи u0γ .

Такий стан рiвноваги є можливим з механiчного погляду як розтягування цилiндра на
величину 2u0γ . При цьому об’ємна деформацiя θ(α, γ) i нормальнi напруження зникають

як |γ|−1. Разом з тим, у площинi γ = 0 iнтеграли у поданнях (5)–(7) вироджуються у роз-
ривнi iнтеграли Вебера–Шафхейтлiна [3] i визначають явнi закони розподiлу характеристик
напружено-деформованого стану. Зокрема,

σαα(α,±0) = −3µ
√
πΓ(2− q)u0γ ×

×















F

(

1

2
;−1

2
+ q; 1;α2

)

Γ

(

3

2
− q

) −
(k2 + 1)α2F

(

3

2
;
1

2
+ q; 3;α2

)

12Γ

(

1

2
− q

)

(k2 − 1)















,
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σγγ(α,±0) =
2µu0γΓ(2− q)

√
π

k2 − 1

F

(

1

2
;−1

2
+ q; 1;α2

)

Γ

(

3

2
− q

) , (9)

σαγ(α,±0) = ±
2µk2u0γ
k2 − 1

αF (1; q; 2;α2)

Γ(1− q)
.

Аналiз виразiв (9) вказує на те, що дотичнi напруження (5) σαγ(α,±0) мають стрибок
у площинi γ = 0, величина якого визначається параметром −∞ < q < 1 i досягає ма-
ксимального значення на лiнiї виходу межового шару на поверхню цилiндра. Внаслiдок
закону парностi дотичних напружень на поверхнi цилiндра α = 1 iснують поверхневi доти-
чнi напруження, розподiленi за законом (7). Нормальнi напруження σγγ(α,±0) у площинi
γ = 0 є розтягуючими за умови u0γ > 0, причому при q = 1/2 їх розподiл є рiвномiрним,
а нормальнi напруження σαα(α,±0) є стискуючими, залежать вiд параметра q i досягають
максимального значення на поверхнi цилiндра α = 1. При певному їх рiвнi з’являється
пластична деформацiя, яка зумовлює локальне звуження поперечного перерiзу цилiндра
i появу шийки.
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A mathematical model of deformation of a long cylinder with inner

boundary layer under limited displacements of its butt-ends

A new mathematical model of cylinder deformation is proposed. This model confirms the cross-

section local narrowing effect. It is proved that this equilibrium state is possible if only the inner

boundary layer exists.
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