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Комбинаторные виды для перечисления комбинаторных

конфигураций со специальными свойствами

Розглянуто задачу побудови комбiнаторних видiв для перерахування композицiйних

k-образiв комбiнаторних множин, якi формуються на основi описiв базових комбiнатор-

них множин та запропонованих вiдображень. Наводиться загальний пiдхiд до побудови

комбiнаторних видiв та пов’язаних з ними твiрних рядiв для даного класу комбiнатор-

них множин. Будується комбiнаторний вид i пов’язаний з ним твiрний ряд композицiї

перестановок.

Математическое моделирование многих задач, имеющих комбинаторную структуру, тре-
бует использования новых классов комбинаторных множеств. Применение классических
подходов к описанию и генерации элементов комбинаторных множеств в реальных задачах
приводит к громоздким результатам, неприменимым на практике [1]. Как следствие, возни-
кает необходимость разработки конструктивных средств описания классов комбинаторных
множеств, обладающих требуемыми свойствами.

Процесс решения задачи построения комбинаторных множеств, имеющих сложную ком-
бинаторную структуру, можно разделить на два этапа. Первый этап представляет собой
описание и генерацию элементов комбинаторного множества, обладающего заданными свой-
ствами. Второй этап состоит в решении перечислительной задачи — подсчете всех элемен-
тов комбинаторного множества.

Один из способов решения задачи на первом этапе основан на применении концепции
композиционных k-образов комбинаторных множеств — комбинаторных множеств, постро-
енных на основе базовых комбинаторных множеств и заданных на них операций [2]. Второй
этап решения задачи может быть выполнен методами перечислительной комбинаторики [3].
Современным средством решения перечислительных задач для дискретных структур, в том
числе и для комбинаторных множеств, является теория комбинаторных видов [4].

Целью настоящей работы является построение комбинаторных видов для перечисления
композиционных k-образов комбинаторных множеств (см. также [2]). В работе использова-
ны понятия и терминология теории комбинаторных видов, приведенные в [4, 5].

Пусть zβ = {zβ
1
, z

β
2
, . . . , zβnβ

} ⊆ Zβi
, Zβi

— множества произвольных элементов, β ∈ βi,

i ∈ J0

k = {0, 1, . . . , k}, где β0 = {0},

βi = {βj , j = 1, 2, . . . , ηi}, βj = (α1, α2, . . . , αi),

α1 ∈ Jn, α2 ∈ Jnα1
, . . . , αi ∈ Jnα1...αi−1

,
(1)

η1 = n, η2 =
n∑

j=1

nj, ηi =
n∑

α1=1

n1∑

α2=1

· · ·

n1...i−2∑

αi−1=1

nα1...αi−1
, i = 3, 4, . . . , k. (2)

Рассмотрим отображения

Γβ0
: Zβ0

→ Y 0, Γβi
: Y i−1 ×Zβi

→ Y i,
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где

Y 0 = {Yβ0
(zβ), β ∈ β0}, Y i = {Yβi

(Yβi−1
, zβ), β ∈ βi}, i ∈ Jk, Jt = {1, 2, . . . , t},

Yβi
= Γβi

(Yβi−1
, zβi) = F (Yβi−1

, Γ̃βi
(zβi)), i ∈ Jk, F (Yβi−1

, Γ̃βi
(zβi)) —

отображение, реализующее операцию n-замещения, которая состоит в замене каждого поро-
ждающего элемента множества Yβi−1

элементами базовых комбинаторных множеств Yβ =

= Γ̃β(z
β), β ∈ βi, соответственно,

Γ̃βi
(zβi) = (Γ̃β(z

β), β ∈ βi), zβi = (zβ , β ∈ βi), Γ̃β(z
β) —

базовые отображения [2]. Это означает, что

(zβl1 , z
β
l2
, . . . , z

β
lβ
) ∈ Yβ, z

β
lt
∈ Yδ, lt ∈ Jlβ , β ∈ βi−1, δ ∈ βi, i ∈ Jk.

Обозначим

Γi = {Γβi
}, i ∈ Jk. (3)

Пусть U = (U1, U2, . . . , Un) — многосортное множество [4], где Ui = zi = {zi1, z
i
2, . . . , z

i
ni
},

i ∈ Jn. Определим многосортный вид [4] S0(U), где U — основное множество, и односортные
виды [4] Si(Ui), основными множествами которых являются Ui, i ∈ Jn.

Пусть

Si(U) = Si(Ui), i ∈ Jn, (4)

где Si(U) — многосортный вид, U — его основное множество.

Рассмотрим многосортный вид SWN (U), N =
n∑

i=1

ni, построенный из S0(U) и Si(U)

типа (5) с помощью операции функториальной композиции [4, 5]:

SWN (U) = S0
�(S1, S2, . . . , Sn)[U1, U2, . . . , Un] = S0

�(S1(U), S2(U), . . . , Sn(U)). (5)

Вид SWN (U) типа (5) представляет собой вид композиционного k-образа комбинатор-
ных множеств [2] при k = 1. Здесь под композиционным k-образом комбинаторных мно-
жеств Y0, Y1, Y2, . . . , Yn, Y11, Y12, . . . , Y1n1

, . . . , Y1 . . . 1︸︷︷︸
k

, . . . , Ynn1...nk−1
, порожденным множе-

ствами zβk , βk ∈ βk, понимается комбинаторное множество вида [2]

Wz = Γk ◦ Γk−1 ◦ · · · ◦ Γ0(z), (6)

где отображения Γi ∈ Γi, i ∈ Jk, определяются соотношением (3).
Получим обобщение комбинаторного вида SWN (U) = SW 1

N (U) типа (5) для произволь-
ного конечного натурального k > 1.

Рассмотрим виды S11, S12, . . . , S1n1 ; S21, S22, . . . , S2n2 ; . . . ; Sn1, Sn2, . . . , Snnn . Основ-
ными множествами этих видов являются Uij = zij : U11 = {z111 , z112 , . . . , z11n11

}, U12 =
= {z121 , z122 , . . . , z12n12

}, . . . , Unnn = {znnn

1
, znnn

2
, . . . , znnn

nnnn
}.
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Аналогично видам Si(U) определим комбинаторные виды Sij(Ui) следующим образом:
Sij(Ui) = Sij(Uij), j ∈ Jni

, где Ui = (Ui1, Ui2, . . . , Uini
), i ∈ Jn. Используя операцию функто-

риальной композиции, построим виды SW 2

N (U):

SW 2

N = SW 1

N�(S11, S12, . . . , Snnn)[U11, U12, . . . , Unnn ].

SW 2

N (U) являются видами комбинаторных множеств Wz типа (6) при k = 2.
Продолжая процесс построения комбинаторных видов для произвольного k, определим

комбинаторные виды SW k
N (U) следующим образом:

SW k
N (U) =

=SW k−1

N �(S

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k , . . . , S

nnα1
nα1α2

...nα1...αk−1 )[U11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k

, . . . , Unnα1
nα1α2

...nα1...αk−1
]. (7)

Здесь S

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k , . . . , Snnα1

nα1α2
...nα1...αk−1 — многосортные виды, которые определяются как

Sα1...αk(Uα1...αk−1
) = Sα1...αk(Uα1...αk

),

где Uα1...αk−1
= (Uα1...αk−11

, Uα1...αk−12
, . . . , Uα1...αk−1nα1...αk−1

); Sα1...αk — заданные односорт-

ные виды; Uα1...αk
= zα1...αk определяются из (1), (2).

Таким образом, SW k
N (U) — вид комбинаторных множеств Wz типа (6) при произвольном

натуральном k.
Построенные комбинаторные виды SW k

N (U) позволяют решать перечислительные за-
дачи для различных классов композиционных k-образов комбинаторных множеств. С этой
целью используем производящие ряды видов структур [4, 5] для базовых комбинаторных
множеств и производящие ряды, связанные с результатами операций над базовыми комби-
наторными множествами.

Для построения производящего ряда, связанного с комбинаторным видом SW k
N (U),

используем следующие выражения. Производящие ряды, связанные с многосортными ви-
дами S0(U) и Si(U) = Si(Ui), i ∈ Jn, типа (4), можно представить как [4]

FS0(x1, x2, . . . , xn) =
∑

n1,n2,...,nn>0

|FS0(n1, n2, . . . , nn)|
xn1

1
· xn2

2
· · · · · xnn

n

n1! · n2! · · · · · nn!
, (8)

F
Si(y

i
1, y

i
2, . . . , y

i
n) =

∑

n1,n2,...,nn>0

|F
Si(n1, n2, . . . , nn)|

(yi
1
)n1 · (yi

2
)n2 · · · · · (yin)

nn

n1! · n2! · · · · · nn!
, (9)

где |FS0(n1, n2, . . . , nn)| и |F
Si(n1, n2, . . . , nn)| — количества S0(U)- и Si(U)-структур, ni =

= |Ui|, i ∈ Jn, соответственно.
Производящий ряд, связанный с комбинаторным видом SW 1

N (U) как функториальной
композицией n-сортных видов S0(U) и Si(U), i ∈ Jn, определяется как [4]

FSW 1

N
(x1, x2, . . . , xn) =

∑

n1,n2,...,nn>0

|FSWN
(n1, n2, . . . , nn)|

xn1

1
· xn2

2
· · · · · xnn

n

n1! · n2! · · · · · nn!
, (10)

где |FSW 1

N
(n1, n2, . . . , nn)| = |S0

�(S1, S2, . . . , Sn)[U1, U2, . . . , Un]| = |S0(S1, S2, . . . , Sn)| — ко-

личество SW 1

N (U)-структур.
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Количество SW 1

N (U)-структур зависит от комбинаторных видов S0(U), Si(U) и мощно-
сти их основных множеств. Его можно вычислить для конкретных реализаций комбинатор-
ного вида SW 1

N (U). Построение производящего ряда, связанного с комбинаторным видом
SW k

N (U) типа (7), состоит в рекуррентном применении выражений (8), (9) с учетом мощно-
сти основных множеств комбинаторных видов.

П р и м е р . Рассмотрим построение комбинаторного вида композиции перестановок [2].
Пусть Pnt — множество перестановок n элементов, t из которых различны. Композиционный
k-образ комбинаторных множеств Pnt; Pm1k1

, Pm2k2
, . . . , Pmnkn

, порожденный множествами U1 =
= {b1

1
, b1

2
, . . . , b1m1

}, U2 = {b2
1
, b2

2
, . . . , b2m2

}, . . . , Un = {bn
1
, bn

2
, . . . , bnmn

}, U = (U1, U2, . . . , Un), называ-
ется композицией перестановок и обозначается WP = WP (N,m1,m2, . . . ,mn). WP состоит из эле-
ментов w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ WP , где wi = (bjs1 , b

j
s2
, . . . , bjsmj

), i ∈ Jmi
, j ∈ Jn. В множестве

{w1, w2, . . . , wn} t элементов различны, kj элементов среди bjs1 , b
j
s2
, . . . , bjsmj

различны. Последова-

тельность (s1, s2, . . . , smj
) ∈ Lmj

, где Lk — множество различных перестановок элементов инде-
ксного множества Jk.

Комбинаторный вид композиции перестановок при n = t обозначим VWP (U) =
= VWP (U,N, n1, n2, . . . , nn). Построение VWP (U) и связанного с ним производящего ряда FV WP

выполним на основе выражений (5) и (10). В результате получим

VWP (U) = SPn�(SP
1

n, SP
2

n, . . . , SP
n

n)[U1, U2, . . . , Un],

где SP
i

n(U) — n-сортный вид перестановок, SP
i

n(U) = SP (Ui), SP (Ui) — односортный вид переста-
новок, i ∈ Jn. Производящий ряд, связанный с видом VWP (U), представляется как

FV WP
(x1, x2, . . . , xn) =

∑

m1,m2,...,mn>0

m1! ·m2! · · · · ·mn! · n! ·
xm1

1
· xm2

2
· · · · · xmn

n

m1! ·m2! · · · · ·mn!
=

=
∑

m1,m2,...,mn>0

n! · xm1

1
· xm2

2
· · · · · xmn

n .

В соответствии с производящим рядом количество элементов множества WP при n = t, mi = ki,
i ∈ Jn, равно CardWP = m1! · m2! · · · · · mn! · n!.

Таким образом, построение комбинаторных видов для композиционных k-образов ком-
бинаторных множеств позволяет эффективно решать задачи перечисления новых классов
комбинаторных множеств с помощью современных средств дискретной математики — те-
ории комбинаторных видов.
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Combinatorial species for enumeration of combinatorial configurations

having special properties

The problem of construction of combinatorial species for the enumeration of composition k-images

of combinatorial sets which are based on primary combinatorial sets and proposed mappings is

considered. A general approach to the construction of the combinatorial species and associated

generating series for the class of combinatorial sets is given. A combinatorial species and the

associated generating series of a composition of permutations are built.
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