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Подання загального розв’язку рiвнянь теорiї пружностi

у сферичнiй та елiптичнiй системах координат

(Представлено академiком НАН України Я.М. Григоренком)

Знайдено розв’язок рiвнянь Ламе i побудовано загальне подання тензора деформацiй i на-

пружень через три незалежнi гармонiчнi функцiї у сферичнiй та елiптичнiй системах

координат. Виписанi простi умови для знаходження власних функцiй у елiптичнiй си-

стемi координат.

Знаходження напружено-деформованого стану (НДС) пружного тiла у криволiнiйних сис-
темах координат є важливою науковою i практичною проблемою [1–3]. Вiдзначено [1], що
перспективним методом розрахунку НДС є метод розкладу за власними функцiями. Iншi
пiдходи до визначення компонентiв тензора напружень наведено в [2–6].

1. Подання загального розв’язку у криволiнiйнiй системi координат. У робо-
тi [6] знайдено загальне подання компонентiв вектора пружних перемiщень uζ для криво-
лiнiйної ортогональної системи координат ζj(x, y, z)

uζk =
1

hk
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∂ζk
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∂ζk

∂z
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1
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+Qk (k = 1, 3), (1)

де ν1 = 4(1−ν); Φ, Ψ, Q — довiльнi гармонiчнi функцiї, якi названо функцiями перемiщень.
Запишемо компоненти тензора деформацiй
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Використавши узагальнений закон Гука [2, 3] i формули (2), знайдемо напруження

σk = 2G

[

εk − 2ν
∂Φ

∂z

]

, τkm = Gγkm (k 6= m). (3)

Конкретизуємо вигляд компонентiв тензора напружень (3) для найбiльш поширених
криволiнiйних координат. Цилiндрична система координат розглянута в [6].

2. Елiптична система координат. Елiптичнi координати ζ1 = ξ, ζ2 = η, ζ3 = z

пов’язанi з декартовими координатами такими рiвняннями [7]:

x = c cosh ξ cos η, y = c sinh ξ sin η, z = z,

де c — масштабний множник, а метричнi коефiцiєнти Ламе дорiвнюють h1 = h2 =

= c

√

sinh2 ξ + sin2 η, h3 = 1. Пiдставимо цi коефiцiєнти у спiввiдношення (1) i знайдемо
компоненти вектора пружних перемiщень у елiптичнiй системi координат
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де P = zΦ+Ψ. Врахуємо подання перемiщень (4) i конкретизуємо вираз деформацiй (2)

εξ =
1

h2
1

[

∂2P

∂ξ2
+

∂2Q

∂ξ∂η

]

+
c2

h4
1

{

sin η cos η

[

∂P

∂η
−

∂Q

∂ξ

]

− sinh ξ cosh ξ

[

∂P

∂ξ
+

∂Q

∂η

]}

,

εη =
1

h2
1

[

∂2P

∂η2
−

∂2Q

∂ξ∂η

]

+
c2

h4
1

{

sin η cos η

[

∂Q

∂ξ
−

∂P

∂η

]

+ sinh ξ cosh ξ

[

∂P

∂ξ
+

∂Q

∂η

]}

,

εz =
∂2P

∂z2
− ν1

∂Φ

∂z
, e = −2(1− 2ν)

∂Φ

∂z
, (5)
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Пiдставимо у спiввiдношення (3) деформацiї (5) i знайдемо нормальнi напруження в елiп-
тичнiй системi координат
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(6)

Дотичнi напруження будуть рiвнi вiдповiдним деформацiям (5), помноженим на модуль G.
Вiдзначимо, що в знайденi напруження σz, τξz, τηz явно не входять змiннi η, ξ.
Знаходження власних функцiй. Використаємо пiдхiд роботi [6], де побудовано власнi

векторнi функцiї у цилiндричнiй системi координат. Розглянемо НДС елiптичного цилiнд-
ра, який займає об’єм D = {(ξ, η, z) ∈ ([0, R], [0, 2π], [−h, h])} пiд час навантаження бiчної
поверхнi. На торцях цилiндра z = ±h вiдсутнi навантаження

σz(ξ, η, z) = 0, τzη(ξ, η, z) = 0, τzξ(ξ, η, z) = 0, z = ±h. (7)

Власнi функцiї, якi задовольняють умови (7), будуємо аналогiчно роботi [6]. Врахуємо вираз
напружень (5), (6) i зведемо граничнi умови (7) до таких:

z
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для визначення функцiй перемiщень Φ, Ψ i

∂Q

∂z
= 0, z = ±h — (9)
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для визначення функцiї Q. Побудуємо методом вiдокремлення змiнних розв’язок рiвнян-
ня Лапласа в елiптичнiй системi координат. Пiдставивши цей розв’язок в умови (8), (9),
знайдемо явний вигляд власних функцiй.

3. Сферична система координат. Сферичнi координати ζ1 = r, ζ2 = θ, ζ3 = ϕ

пов’язанi з декартовими координатами залежностями [7]:

x1 = r sin θ cosϕ, x2 = r sin θ sinϕ, x3 = r cos θ,

а метричнi коефiцiєнти Ламе дорiвнюють h1 = 1, h2 = r, h3 = r sin θ. Врахувавши це,
запишемо вектор пружних перемiщень (1)
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де P = r cos θΦ+Ψ. Використавши перемiщення (10), конкретизуємо вираз деформацiй (2)

εr =
∂ur

∂r
=

∂2P

∂r2
− ν1 cos θ

∂Φ

∂r
+

∂

∂r

1

r

∂Q

∂ϕ
,

εθ =
1

r

∂uθ

∂θ
+

ur

r
=

1

r2
∂2P

∂θ2
+

1

r

∂P

∂r
+

ν1

r
sin θ

∂Φ

∂θ
+

ctg θ

r2
∂2Q

∂ϕ∂θ
−

ctg2 θQ

r2
∂Q

∂ϕ
,

εϕ =
1

r sin θ

∂uϕ

∂ϕ
+

ur

r
+

ctgθ

r
uθ =

=
1

r

{

1

r sin2 θ

∂2P

∂ϕ2
+

∂P

∂r
+

ctg θ

r

∂P

∂θ
−

ctg θ

r

∂2Q

∂ϕ∂θ
−

∂2Q

∂ϕ∂r
+

1

r sin2 θ

∂Q

∂ϕ

}

,

e = −2(1− 2ν)

[

cos θ
∂Φ

∂r
−

sin θ

r

∂Φ

∂θ

]

,

γrθ =
1

r

∂ur

∂θ
+ r

∂

∂r

uθ

r
= 2

∂2

∂r∂θ

P

r
+ ν1

[

sin θ
∂Φ

∂r
−

cos θ

r

∂Φ

∂θ

]

+
1

r2
∂2Q

∂θ∂ϕ
+

+ r
∂2

∂r∂ϕ

ctg θ

r2
Q,

γθϕ =
1

r sin θ

∂uθ

∂ϕ
+ sin θ

∂

∂θ

uϕ

r sin θ
=

2

r2
∂2

∂θ∂ϕ

P

sin θ
+

ν1

r

∂Φ

∂ϕ
+

+
1

r2 sin θ

[

ctg θ
∂2Q

∂ϕ2
+

∂Q

∂θ

]

−
cos θ

r2
∂2Q

∂θ2
−

sin θ

r

∂2Q

∂θ∂r
,

γrϕ =
1

r sin θ

∂ur

∂ϕ
+ r

∂

∂r

uϕ

r
=

1

sin θ

∂

∂ϕ

[

2
∂

∂r

P

r
−

ν1

r
cos θΦ+

1

r2
∂Q

∂ϕ

]

−

− r
∂

∂r

[

sin θ

r

∂Q

∂r
+ cos θ

∂

∂θ

Q

r2

]

.

(11)
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Пiдставимо у формули (3) деформацiї (11) та знайдемо нормальнi напруження у сфе-
ричнiй системi координат
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Дотичнi напруження дорiвнюють вiдповiдним деформацiям (11), помноженим на
модуль G.

В роботi побудовано загальне подання розв’язку рiвнянь Ламе i тензора напружень
у сферичнiй та елiптичнiй системах координат. Запропонований вираз тензора напружень
дозволяє задовольнити три граничнi умови на торцях елiптичного цилiндра. Наведенi по-
дання вектора перемiщень i тензора напружень дають змогу знайти поле напружень у пруж-
ному тiлi з використанням сферичної та елiптичної системи координат.
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A representation of the general solution of equations of elasticity theory

in spherical and elliptic coordinate systems

The general solution of the Lame equations and representations of the stress tensor in the spherical

and elliptic coordinate systems in terms of three independent harmonic functions are presented.

Simple requirements for eigenfunctions in the elliptic coordinate system are obtained.
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