
УДК 546.41:226.04

© 2010

О.В. Третьяков, Д.О. Третьяков,

член-кореспондент НАН України В. Д. Присяжний

Iндукцiйний перiод гомогенної кристалiзацiї

CaSO4 · 2H2O з розчинiв

Запропоновано пiдхiд та отримано термодинамiчне рiвняння для визначення iндукцiй-

ного перiоду гомогенної кристалiзацiї в умовах, коли застосування рiвняння Оствальда–

Фройндлiха не є можливим. Отриманi експериментальнi результати пiдтверджують

правомiрнiсть такого пiдходу.

Iндукцiйнi перiоди практично спостерiгаються при гомогеннiй кристалiзацiї будь-яких ре-
човин. Залежно вiд умов кристалiзацiї їх тривалiсть може коливатись у самих широких
iнтервалах. У загальному випадку за час цих перiодiв вiдбувається цiла низка дуже склад-
них процесiв: утворення молекулярних асоцiатiв (кластерiв); їх збiльшення; формування
первинних зародкiв з ознаками нової фази та їх зростання до кристаликiв помiтних розмi-
рiв. Основною характеристикою iндукцiйних перiодiв є постiйнiсть концентрацiї пересиче-
них розчинiв впродовж цих перiодiв. Остання обставина зумовлює пiдвищений iнтерес до їх
вивчення у зв’язку з можливiстю проведення на цьому етапi кiлькiсних розрахункiв [1–3].

Традицiйно, виходячи з кiнетики утворення частинок нової фази, вважається, що за
умов постiйностi зовнiшнiх факторiв iндукцiйний перiод залежить вiд пересичення розчину
таким чином [1–3]:

ln τind =
Kσ3(V (α))3

T 3 ln2(x
(β)
1 /x

0(β)
1 )

−B, (1)

де τind — iндукцiйний перiод; σ — поверхневий натяг речовини, що кристалiзується, V (α) —
мольний об’єм речовини, що кристалiзується; T — температура, x(β)1 — концентрацiя речо-

вини, що кристалiзується, в розчинi; x0(β)1 — розчиннiсть речовини, що кристалiзується; K
й B — деякi постiйнi для речовини, що кристалiзується.

Цей вираз випливає з рiвняння Беккера i Дерiнга [1] при застосуваннi рiвняння Остваль-
да–Фройндлiха для визначення залежностi радiуса рiвноважного зародка вiд пересичення
розчину при розрахунках роботи утворення твердої фази:

∆(lnx
(β)
1 )T,P (β) =

2σV (α)

rRT
, (2)

де r — радiус рiвноважного кристала, який виникає при гомогеннiй кристалiзацiї; P (β) —
тиск у рiдкiй фазi; R — унiверсальна газова стала; T — температура.

Але, як було показано в оглядах [4, 5], рiвняння Оствальда–Фройндлiха можна засто-
совувати тiльки для зародкiв з розмiром, який знаходиться у дiапазонi rKP < r < ∞,
а в дiапазонi r0 < r < rKP повинно застосовуватися iнше рiвняння:

∆ ln(x
(β)
1 )T,P (β) =
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, (3)
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де σ∞ — поверхневий натяг плоскої поверхнi; m(σ) — мольна кiлькiсть речовини, що криста-
лiзується у поверхневому шарi; r0 — радiус первинного зародка твердої фази, який виникає
при гомогеннiй кристалiзацiї.

Таким чином, у дiапазонi r0 < r < rKP ln τind повинен мати лiнiйну залежнiсть вiд
− ln(x

(β)
1 /x

0(β)
1 ) на вiдмiну вiд (1). Для перевiрки цього твердження дослiджувався iндукцiй-

ний перiод процесу утворення зародкiв твердої фази у системi Ca(NO3)2−Na2SO4−H2O при
рiзних пересиченнях розчинiв з фiксацiєю моменту початку утворення зародкiв нової фази
спектрофотометричним методом, що базується на теорiї Мi [6, 7]. Цей метод знайшов ши-
роке застосування у практицi хiмiчних дослiджень рiзноманiтних дисперсних систем [8, 9].
Спектр мутностi дослiджених розчинiв знiмали на спектрофотометрi СФ-18 у дiапазонi
довжини хвиль 400–750 нм.

Результати проведених дослiджень наведено у табл. 1. Графiк залежностi ln τind =

= f [1/ ln2(x
(β)
1 /x

0(β)
1 )] iлюструє рис. 1, а, з якого видно, що лiнiйний характер цiєї залежностi

має мiсце тiльки на вiдрiзку значень 1/ ln2(x
(β)
1 /x

0(β)
1 ) вiд 0,02 до 0,04 (де процес гомогенної

кристалiзацiї пiдпорядковується рiвнянню Оствальда–Фройндлiха (2)), а на вiдрiзку зна-
чень цiєї величини вiд 0,04 до 0,15 (де процес описується рiвнянням (3)) ця залежнiсть має
зовсiм iнший характер.

Навпаки, якщо отриманi результати подати у виглядi залежностi ln τind =

= f [ln(x
(β)
1 /x

0(β)
1 )], то лiнiйний характер цiєї залежностi спостерiгається на вiдрiзку зна-

чень логарифма пересичення розчину, коли процес гомогенної кристалiзацiї описується рiв-
нянням (3), а на вiдрiзку, коли процес описується рiвнянням Оствальда–Фройндлiха (2),
залежнiсть має зовсiм iнший характер.

Для того щоб розiбратися у причинах цих вiдмiн, звернемося до флуктуацiйної теорiї
утворення зародкiв нової фази [10, 11]. Ентропiя рiвноважної iзольованої системи не є суво-
ро постiйною величиною, яка вiдповiдає максимально можливому її значенню, а випробо-
вує безперервну низку дуже малих флуктуацiйних змiн, залишаючись весь час менше цього

Таблиця 1. Залежнiсть iндукцiйного перiоду реакцiї гомогенної кристалiзацiї CaSO4 ·2H2O вiд пересичення
розчину

x
(β)
1 /x

0(β)
1 ln(x

(β)
1 /x

0(β)
1 ) 1/ ln2(x

(β)
1 /x

0(β)
1 ) τind, с ln τind

13,6 2,61 0,148 145757 11,89
20,5 3,02 0,111 26896 10,20
29,7 3,39 0,087 20125 9,91
53,0 3,97 0,063 4446 8,40
84,8 4,44 0,051 1754 7,47
89,1 4,49 0,050 1422 7,26
95,6 4,56 0,048 1249 7,13
99,5 4,60 0,047 982 6,89

106,7 4,67 0,046 898 6,80
113,3 4,73 0,045 820 6,71
125,2 4,83 0,043 626 6,44
142,6 4,96 0,041 459 6,13
145,5 4,98 0,040 433 6,07
170,7 5,14 0,038 302 5,71
301,8 5,71 0,031 245 5,50
539,1 6,29 0,025 8,3 2,12
897,7 6,80 0,022 3,3 1,19

1064,0 6,97 0,020 2,5 0,91
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Рис. 1. Залежнiсть iндукцiйного перiоду реакцiї гомогенної кристалiзацiї CaSO4 · 2H2O вiд пересичення
розчину в координатах ln τind = f [1/ ln2(x

(β)
1 /x

0(β)
1 )] та ln τind = f [ln(x

(β)
1 /x

0(β)
1 )]

максимального значення. Вiдповiдно до цього, параметри, якi визначають макроскопiчний
стан системи, наприклад концентрацiя, температура, тиск тощо, в окремих невеликих ча-
стинках системи пiддаються флуктуацiйним коливанням бiля деяких середнiх значень, якi
вiдповiдають макроентропiї системи. Ймовiрнiсть такого стану системи, при якому вiдхи-
лення параметрiв вiд середнiх значень фiксуються в межах вiд n1 до n1 + dn1 i вiд n2
до n2 + dn2, . . . , дорiвнює:

ψ = C exp

(

−

S0 − S

k

)

dn1dn2, (4)

де C — деяка стала; S0 — макроскопiчне значення ентропiї при n1 = n2 = · · · , S — ентропiя,
що вiдповiдає вiдхиленням n1, n2, . . . ; k — стала Больцмана. Енергiя iзольованої системи
постiйна, тому для iзотермiчних флуктуацiй є справедливим такий вираз:

S0 − S =
W

T
(5)

(тут W — робота, що необхiдна для переведення системи зi стану з середньою ентропiєю
в заданий). Звiдки ймовiрнiсть стану системи становить

ψ = C exp

(

−

W

kT

)

dn1dn2, (6)

де dn1, dn2 — елементарний фазовий об’єм. Якщо вiднести розрахунки до постiйної вели-
чини фазового об’єму, будемо мати ймовiрнiсть стану системi — ψ, пропорцiйну експонен-
цiйному множнику, тобто:

ψ ≈ exp

(

−

W

kT

)

. (7)

Якщо вважати, що ймовiрнiсть утворення зародкiв — J у пересичених розчинах про-
порцiйна exp(−W/kT ) [1], то можна записати:

J ≈ ψ ≈ K exp

(

−

W

kT

)

. (8)
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При утвореннi кристалiчної фази, яка знаходиться в рiвновазi з розчином, кристалiч-
ний зародок, при визначеному об’ємi, повинен мати мiнiмально вiльну поверхневу енер-
гiю [12, 13]. Робота утворення такого кристалiчного зародка визначається виразом

W =
1

3

∑

i

σiAi. (9)

Таким чином, робота утворення кристалiчного зародка в пересиченому розчинi визна-
чається не тiльки значенням поверхневого натягу на межi зародок — розчин, але i його
розмiром. Як наслiдок, утворення кристалiчного зародка можливе тiльки в тому випадку,
коли флуктуацiйно виникаючий осередок молекул досягає визначеного граничного розмi-
ру. Тому виникає найважливiше питання: як буде визначатися граничний розмiр зародка
залежно вiд пересичення розчину за допомогою рiвняння (3) або за допомогою рiвняння
Оствальда–Фройндлiха (2), як було встановлено в [4, 5]. Розглянемо обидва випадки. Якщо
процес гомогенної кристалiзацiї спостерiгається в умовах великих пересичень, то залежнiсть
розмiру рiвноважного зародка твердої фази вiд пересичення розчину пiдпорядковується рiв-
нянню Оствальда–Фройндлiха (2), i робота iзотермiчного утворення кристалiчного зародка
буде вiдповiдно дорiвнювати:

W =
16πσ3(V (α))2

3R2T 2 ln(x
(β)
1 /x

0(β)
1 )

. (10)

Iмовiрнiсть утворення кристалiчних зародкiв у цьому випадку, вiдповiдно рiвняння (8),
визначається виразом

J = K exp

[

−

16πNA(V
(α))2σ3

R3T 3(lnx
(β)
1 /x

0(β)
1 )2

]

. (11)

Оскiльки, як було доказано в [1, 2], iндукцiйний перiод (час до початку утворення за-
родкiв твердої фази) обернено пропорцiйний J , то вiдповiдно lnJ є пропорцiйним − ln τind.
У цьому випадку будемо мати, що залежнiсть iндукцiйного перiоду реакцiї гомогенної кри-
сталiзацiї вiд пересичення розчину, повнiстю вiдповiдає рiвнянню (1), i ln τind знаходиться

у лiнiйнiй залежностi вiд 1/[ln2(x
(β)
1 /x

0(β)
1 )].

Розглянемо випадок малих пересичень розчину, коли залежнiсть розмiру зародкiв твер-
дої фази вiд пересичення розчину пiдпорядковується рiвнянню (3). Для зручностi можна
уявити, що у рiвняннi (3) r змiнюється в одиницях r0, як це зроблено в [14], тодi рiвнян-
ня (3) набуде такого вигляду:

ln

(

x
(β)
1

x
0(β)
1

)

=
4πσ∞r

2
0

RTm(σ)

[

1

2
(y − 1)2 + ln

(

y + 1

2

)]

. (12)

Беручи до уваги те, що для значень y > 10 внесок другого доданку в квадратних дужках
не перебiльшує 3%, отримаємо приблизний вираз

J ≈ K exp

[

−

2

3
NAm

(σ) ln

(

x
(β)
1

x
0(β)
1

)]

. (13)
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Аналогiчно тому, як це було зроблено в попередньому випадку, маємо, що в цьому випадку
ln τind є пропорцiйним − ln(x

(β)
1 /x

0(β)
1 ) та вiдповiдає експериментально встановленiй залеж-

ностi (рис. 1, б ).
Привертає увагу той факт, що при експериментальному дослiдженнi гомогенної криста-

лiзацiї з розчинiв рiзноманiтних речовин деякi автори спостерiгали такий самий характер
залежностi iндукцiйного перiоду вiд пересичення розчину [15]. Незважаючи на досить широ-
кий спектр речовин, для яких спостерiгався цей характер залежностi iндукцiйного перiоду
реакцiї гомогенної кристалiзацiї вiд пересичення розчину, автори не вдавалися в причини
цього явища.

Таким чином, експериментальнi результати дослiдження залежностi iндукцiйного пе-
рiоду реакцiї гомогенної кристалiзацiї з розчинiв повнiстю пiдтверджують отриманi ранi-
ше результати теоретичних дослiджень [4, 5], за допомогою яких були встановленi гра-
ницi застосування рiвняння Оствальда–Фройндлiха (2) та термодинамiчнi рiвняння (3)
для опису цього процесу в областях, де неможливе застосування рiвняння Оствальда–
Фройндлiха.
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Inductive period of CaSO4 · 2H2O homogeneous crystallization from

solutions

An approach and a thermodynamic equation are proposed for the determination of the inductive

period of a homogeneous crystallization reaction in the case where the application of the Ostwald–

Freundlich equation is not possible. The results of experimental researches confirm the validity of

such an approach.
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