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Ермiтова iнтерполяцiя сумою полiнома й нелiнiйного

виразу

Встановлено необхiднi та достатнi умови iснування ермiтової iнтерполяцiї сумою полi-

нома й нелiнiйного виразу. Вказано функцiї, що задовольняють цi умови. Запропоновано

й обгрунтовано схему обчислення значення параметрiв ермiтової iнтерполяцiї сумою

полiнома й експоненти.

Розглянемо задачу iнтерполяцiї неперервно диференцiйовної на вiдрiзку [α, β] функцiї f(x)
сумою полiнома й нелiнiйного виразу ϕ(p;x) з параметром p

Vn(a;x) =

n
∑

i=0

aix
i +Aϕ(p;x), A 6= 0, p1 < p < p2 (1)

на множинi рiзних впорядкованих за зростанням точок xj (j = 1, n + 1) з вiдтворенням
значень похiдної в крайнiх точках. Така ермiтова iнтерполяцiя використовується для опи-
су рiзних фiзичних процесiв i наближення деяких спецiальних функцiй [1–4], а також для
побудови неперервної й гладкої сплайн-iнтерполяцiї функцiй i апроксимацiї розв’язкiв ди-
ференцiальних рiвнянь [5].

1. Iснування ермiтової iнтерполяцiї сумою полiнома й нелiнiйного виразу
з одним параметром. Нехай у виразi вигляду (1) нелiнiйна функцiя ϕ(p;x) має такi
властивостi:

1) ϕ(p;x) — неперервно диференцiйована до (n+1)-го порядку на вiдрiзку [α, β] (ϕ(p;x) ∈
∈ Cn+1[α, β]);

2) похiднi ϕ(i)(p;x), i = 1, n, є строго монотонними функцiями вiд x на вiдрiзку [α, β]
для будь-яких p ∈ (p1, p2);

3) вiдношення (n + 1)-х похiдних ϕ(p;x) за x

ϕ(n+1)(p;χ2)

ϕ(n+1)(p;χ1)

є строго монотонною функцiєю вiд p для p ∈ (p1, p2) та будь-яких рiзних χ1, χ2 (χ1, χ2 ∈
∈ [α, β]).

Розглянемо неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [α, β] функцiї f(x), що справджують
нерiвностi

0 < W
(n)
1 < W (n) < W

(n)
2 , (2)

де

W (n) =
Dn+1(f ; z2, z3, . . . , zn+3)

Dn+1(f ; z1, z2, . . . , zn+2)
; (3)
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Dk(U ; zj , zj+1, . . . , zj+k)=
Dk−1(U ; zj+1, zj+2, . . . , zj+k)

Dk−1(sk−1; zj+1, zj+2, . . . , zj+k)
−

−
Dk−1(U ; zj , zj+1, . . . , zj+k−1)

Dk−1(sk−1; zj , zj+1, . . . , zj+k−1)
, k = 3, n+ 1, j = 1, n− k + 3; (4)

D2(U ; zj , zj+1, zj+2) =



































D1(U ; z2, z3)

D1(s1; z2, z3)
− U ′(z1), якщо j = 1;

D1(U ; zj+1, zj+2)

D1(s1; zj+1, zj+2)
−

D1(U ; zj , zj+1)

D1(s1; zj , zj+1)
, якщо 1<j<n+1;

U ′(zn+3)−
D1(U ; zn+1, zn+2)

D1(s1; zn+1, zn+2)
, якщо j = n+ 1;

(5)

D1(U ; zj , zj+2) =











U ′(z1), якщо j = 1;

U(zj+1)− U(zj), якщо 1 < j 6 n+ 1;

U ′(zn+3), якщо j = n+ 2;

(6)

sk(x) = xk,

W
(n)
1 = min(r

(n)
1 , r

(n)
2 ); W

(n)
2 = max(r

(n)
1 , r

(n)
2 ); (7)

r
(n)
i = lim

p→pi

Dn+1(ϕ; z2, z3, . . . , zn+3)

Dn+1(ϕ; z1, z2, . . . , zn+2)
, i = 1, 2;

U ′(x) — похiдна функцiї U(x); zj (j = 2, n+ 2) — рiзнi, впорядкованi за зростанням числа
з вiдрiзка [α, β], z1 = z2, а zn+3 = zn+2.

Умови iснування ермiтової iнтерполяцiї функцiї f(x) виразом (1) на множинi точок xj
(j = 1, n+ 1) з вiдтворенням значень похiдної функцiї в крайнiх точках сформулюємо у ви-
глядi такої теореми.

Теорема 1. Нехай функцiя f(x) неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [α, β], функцiя
ϕ(p;x) задовольняє вимоги 1, 2 i 3, а точки xj (j = 1, n + 1) належать [α, β]. Тодi необ-
хiдною i достатньою умовою iснування ермiтової iнтерполяцiї функцiї f(x) сумою мно-
гочлена степеня n (n > 1) й нелiнiйного виразу (1) на множинi рiзних впорядкованих
за зростанням точок xj (j = 1, n + 1), яка вiдтворює значення похiдної функцiї в край-
нiх точках x1 та xn+1, є справдження нерiвностей (2), в яких zj = xj−1 (j = 2, n + 2),
z1 = z2 = x1, а zn+2 = zn+3 = xn+1.

Подiбнi властивостi має також й iнтерполяцiя виразом (1), яка вiдтворює значення по-
хiдної функцiї лише в однiй iз крайнiх точок. Необхiдною й достатньою умовою iснування
ермiтової iнтерполяцiї функцiї f(x) виразом (1) на множинi рiзних впорядкованих за зро-
станням точок xj (j = 1, n + 2), яка вiдтворює значення похiдної функцiї в крайнiй пра-
вiй точцi xn+2, є справдження нерiвностей (2), в яких значення Dk(U ; zj , zj+1, . . . , zj+k),
j = 1, n − k + 3 для k = 3, n + 1 визначаються за формулою (4), а для k = 1 та 2 — за
формулами

D2(U ; zj , zj+1, zj+2)=















D1(U ; zj+1, zj+2)

D1(s1; zj+1, zj+2)
−
D1(U ; zj , zj+1)

D1(s1; zj , zj+1)
, якщо 16j<n+1;

U ′(zn+3)−
D1(U ; zn+1, zn+2)

D1(s1; zn+1, zn+2)
, якщо j = n+ 1,

(8)
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D1(U ; zj , zj+1) =

{

U(zj+1)− U(zj), якщо 1 6 j 6 n+ 1;

U ′(zn+3), якщо j = n+ 2,
(9)

де U ′(x) — похiдна функцiї U(x), zj = xj (j = 1, n + 2), а zn+2 = zn+3 = xn+1.
Необхiдною й достатньою умовою iснування ермiтової iнтерполяцiї функцiї f(x) вира-

зом (1) на множинi рiзних впорядкованих за зростанням точок xj (j = 1, n+ 2), яка вiд-
творює значення похiдної функцiї в крайнiй лiвiй точцi x1, є справдження нерiвностей (2),
в яких значення Dk(U ; zj , zj+1, . . . , zj+k), j = 1, n − k + 3 для k = 3, n + 1 визначаються за
формулою (4), а для k = 1 та 2 — за формулами

D2(U ; zj , zj+1, zj+2)=



















D1(U ; z2, z3)

D1(s1; z2, z3)
− U ′(z1), якщо j = 1;

D1(U ; zj+1, zj+2)

D1(s1; zj+1, zj+2)
−
D1(U ; zj , zj+1)

D1(s1; zj , zj+1)
, якщо 1<j6n+1;

(10)

D1(U ; zj , zj+1) =

{

U ′(z1), якщо j = 1;

U(zj+1)− U(zj), якщо 1 < j 6 n+ 2,
(11)

де U ′(x) — похiдна функцiї U(x), zj = xj−1 (j = 2, n+ 3), а z1 = z2 = x1.
Вираз (1) задовольняє вимоги 1, 2 i 3, зокрема, з такими функцiями ϕ(p;x):
1) ϕ(p;x) = epx на всiй числовiй осi (−∞,∞) для x ∈ (−∞,∞) i вiдмiнних вiд нуля

значеннях параметра p (p ∈ (−∞, 0)
⋃

(0,∞));
2) ϕ(p;x) = xp на [0,∞) i значеннях p, вiдмiнних вiд j (p 6= j) для j = 0, n;
3) ϕ(p;x) = ln(x + p) на [α,∞) для α > −p.
Поданi приклади функцiй ϕ(p;x) задовольняють вимоги 1, 2 i 3, тому що всi похiднi цих

функцiй для вказаних обмежень строго монотоннi за x, а їхнє вiдношення строго монотонне
за p.

2. Визначення параметрiв ермiтової iнтерполяцiї сумою полiнома й нелiнiй-
ного виразу (1). Нехай функцiї f(x) i ϕ(p;x) задовольняють умови теореми 1 на вiдрiзку
[α, β] i задано значення функцiї та її похiдної в необхiднiй кiлькостi точок xi (i = 1, r), де
у випадку iнтерполяцiї з вiдтворенням значення похiдної в обох крайнiх точках r = n + 1,
а у разi вiдтворення значення похiдної лише в однiй iз крайнiх точок — r = n+ 2. Тодi па-
раметри ai (i = 0, n) i A ермiтової iнтерполяцiї функцiї f(x) виразом (1) на множинi рiзних
впорядкованих за зростанням точок xi (i = 1, r) з [α, β] визначаються за формулами

A =
Dn+1(f ; z1, z2, . . . , zn+2)

Dn+1(ϕ; z1, z2, . . . , zn+2)
; (12)

ak =

Dk(f ; z1, . . . , zk+1)−

n
∑

i=k+1

aiDk(si; z1, . . . , zk+1)−ADk(ϕ; z1, . . . , zk+1)

Dk(sk; z1, z2, . . . , zk+1)
, (13)

k = 1, n;

a0 =
1

2

(

f(z2) + f(z3)−
n
∑

i=1

ai(z
i
2 + zi3)−A(ϕ(pz2) + ϕ(pz3))

)

, (14)
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де значення виразiв Dk(U ; zj , zj+1, . . . , zj+k), j = 1, n− k + 3 для k = 3, n + 1 знаходя-
ться за формулою (4), а для k = 1, 2 — залежно вiд точок вiдтворення значення похiдної
функцiї. Якщо вiдтворюється значення похiдної функцiї в обох крайнiх точках, то вирази
D2(U ; zj , zj+1, zj+2) i D1(U ; zj , zj+1) визначаються вiдповiдно за формулами (5) i (6), в яких
zj = xj−1 (j = 2, n + 2), z1 = z2 = x1, а zn+2 = zn+3 = xn+1. У випадку вiдтворення
значення похiдної функцiї в крайнiй правiй точцi значення цих виразiв обчислюється за
формулами (8) i (9), в яких zj = xj (j = 1, n + 2), а zn+2 = zn+3 = xn+1. Якщо знаходиться
iнтерполяцiя з вiдтворенням значення похiдної функцiї в крайнiх лiвiй точцi, то вирази
D2(U ; zj , zj+1, zj+2) i D1(U ; zj , zj+1) шукаємо за формулами (10) та (11), в яких zj = xj−1

(j = 2, n + 3), а z1 = z2 = x1.
Значення параметра p знаходимо як розв’язок рiвняння

ωn(p) = W (n), (15)

де

ωn(p) =
Dn+1(ϕ; z2, z3, . . . , zn+3)

Dn+1(ϕ; z1, z2, . . . , zn+2)
,

вираз W (n) визначається за формулою (2), а вирази Dk(U ; zi, zi+1, . . . , zi+k) — з врахуван-
ням точок iнтерполювання похiдної, особливостi якого вказано в описi формул (12)–(14).
Способи розв’язування цього рiвняння залежать вiд функцiї ϕ(p;x).

3. Ермiтова iнтерполяцiя сумою полiнома й експоненти. Умови iснування ермi-
тової iнтерполяцiї сумою полiнома й експоненти

En(a;x) =

n
∑

i=0

aix
i +Aepx, A 6= 0, p 6= 0 (16)

функцiї f(x) в крайнiх точках вiдрiзка встановлює теорема 2.
Теорема 2. Нехай функцiя f(x) неперервно диференцiйовна на вiдрiзку [α, β] i точки xj

(j = 1, n + 1) належать [α, β]. Тодi необхiдною та достатньою умовою iснування iнтер-
поляцiї функцiї f(x) сумою полiнома й експоненти (16) на множинi рiзних впорядкованих
за зростанням точок xj (j = 1, n+ 1) з вiдтворенням значення похiдної f(x) в крайнiх
точках x1 та xn+1 є справдження нерiвностей

W (n) > 0, W (n) 6= W
(n)
0 , (17)

де

W
(n)
0 =

Dn+1(sn+1; z2, z3, . . . , zn+3)

Dn+1(sn+1; z1, z2, . . . , zn+2)
, (18)

ϕ(p;x) = epx, значення W (n) визначається за формулою (3), значення Dk(U ; zj , zj+1, . . . ,

zj+k), j = 1, n − k + 3 для k = 3, n+ 1 — за формулою (4). Значення D2(U ; zj , zj+1, zj+2)
i D1(U ; zj , zj+1), залежно вiд точок iнтерполювання похiдної функцiї, знаходимо:

а) за формулами (5) i (6) у випадку iнтерполювання похiдної функцiї в обох крайнiх
точках x1 i xn+2;

б) за формулами (8) i (9) — iнтерполювання похiдної функцiї в точцi xn+2;

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2010, №9 37



в) за формулами (10) i (11) — iнтерполювання похiдної функцiї в точцi x1.
Умови (17) iснування ермiтової iнтерполяцiї сумою полiнома й експоненти (16) задо-

вольняють, зокрема, функцiї f(x), неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [α, β] до n-го
порядку (f(x) ∈ Cn[α, β]), n-на похiдна яких строго монотонна на [α, β] за винятком полi-
нома (n + 1)-го степеня.

Якщо функцiя f(x) задовольняє умови теореми 2 на вiдрiзку [α, β], то параметри ai
(i = 0, n) i A ермiтової iнтерполяцiї f(x) виразом (16) визначаються за формулами (12)–(14),
в яких ϕ(p;x) = epx. Значення параметра p знаходимо як розв’язок рiвняння (15). Лiва
частина цього рiвняння для ϕ(p;x) = epx є експоненцiйною функцiєю, яка в цьому випадку
має такий вигляд:

ωn(p) = Kep(ζ2−ζ1), (19)

де

K =
τ3 − τ2

τ2 − τ1
, ζ1 ∈ (z1, zn+2), ζ2 ∈ (z2, zn+3).

Внаслiдок експоненцiйного характеру залежностi лiвої частини рiвняння (15) вiд p його
розв’язок доцiльно шукати як корiнь рiвняння

gn(p) = V (n), (20)

де gn(p) = ln(ωn(p)), V
(n) = ln(W (n)). Розв’язок цього рiвняння можна обчислити за iте-

рацiйним методом Ньютона

pi+1 = pi −
gn(pi)− V (n)

g′n(pi)
, i = 0, 1, 2, . . . , (21)

де

g′n(p) =
Dn+1(ϕ; z2, z3, . . . , zn+3)

Dn+1(ϕ; z2, z3, . . . , zn+3)
−

Dn+1(ϕ; z1, z2, . . . , zn+2)

Dn+1(ϕ; z1, z2, . . . , zn+2)
; (22)

ϕ(p; z) = zepz; ϕ(p, z) = epz;

p0 = sign
(

W (n) −W
(n)
0

)(n+ 1)|V (n)|

zn+3 − z2
; (23)

значення виразу W (n) визначається за формулою (3), виразу W
(n)
0 — за формулою (18),

Dk(U ; zj , zj+1, . . . , zj+k), j = 1, n − k + 3 для k = 3, n + 1 — за формулою (4), а значення
виразiв D2(U ; zj , zj+1, zj+2) i D1(U ; zj , zj+1) визначається залежно вiд точок вiдтворення
значень похiдної функцiї. Якщо вiдтворюється значення похiдної функцiї в обох крайнiх
точках, то вирази D2(U ; zj , zj+1, zj+2) i D1(U ; zj , zj+1) шукаємо за формулами (5) i (6).
У випадку вiдтворення значення похiдної функцiї в крайнiй правiй точцi вони визначаються
за формулами (8) i (9), в крайнiй лiвiй точцi — за формулами (10) та (11).

Початкове значення наближення p0 (23) до шуканого кореня рiвняння (15) визначено на
основi вигляду лiвої частини рiвняння (19). При такому виборi значення p0 його знак зав-
жди збiгатиметься зi знаком шуканого розв’язку. Збiг знакiв необхiдний для забезпечення
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стiйкостi iтерацiйного методу (21), оскiльки функцiя gn(p) має розрив у точцi p = 0. У тако-
му випадку промiжнi значення pi завжди будуть одного знаку з шуканим розв’язком. Пiд
час розв’язування тестових задач iтерацiйний процес (21) збiгався за три-чотири iтерацiї.

Таким чином, необхiдною та достатньою умовою iснування ермiтової iнтерполяцiї сумою
полiнома й нелiнiйного виразу (1) є справдження нерiвностей (2). При виконаннi цих умов
параметри такої iнтерполяцiї визначаються за формулами (12)–(14). Значення параметра,
що входить у вираз нелiнiйно, знаходиться як розв’язок трансцендентного рiвняння (15).
У випадку iнтерполяцiї сумою полiнома та експоненти (16) для визначення значення по-
казника експоненти можна застосувати метод Ньютона (21).
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Hermite’s interpolation by the sum of a polynomial and a nonlinear

expression

We have established the necessary and sufficient conditions of existence of Hermite’s interpolation

by the sum of a polynomial and a nonlinear expression. Functions, which satisfy these conditions,

are indicated. The calculation scheme for interpolation parameters by such a sum is proposed and

grounded.
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