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О граничном поведении регулярных решений

уравнений Бельтрами

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.Я. Гутлянским)

В роботi отримано iнтегральнi умови на дилатацiйне вiдношення рiвнянь Бельтрамi, за

яких має мiсце гомеоморфне продовження загальних гомеоморфних розв’язкiв класу W 1,1

loc

на межу у випадку обмежених опуклих областей та обмежених областей з гладкими

межами класу C1. Крiм того, наведено критерiї усувностi iзольованих особливостей

розв’язкiв вироджених рiвнянь Бельтрамi.

Пусть D — область в комплексной плоскости C, т. е. связное и открытое подмножество в C,
и пусть µ : D → C — измеримая функция с |µ(z)| < 1 почти всюду (п. в.) в D. Уравнением
Бельтрами называется уравнение вида

fz = µ(z)fz, (1)

где fz = ∂f = (fx+ ify)/2, fz = ∂f = (fx− ify)/2, z = x+ iy, fx и fy — частные производные
отображения f по x и y соответственно. Функция µ называется комплексным коэффициен-
том, а

Kµ(z) =
1 + |µ(z)|

1− |µ(z)|
— (2)

дилатационным отношением для уравнения (1). Уравнение Бельтрами (1) называется вы-
рожденным, если ess supKµ(z) = ∞.

Теорема существования гомеоморфных решений класса Соболева W 1,1
loc была доказана

для многих вырожденных уравнений Бельтрами (см., например, [1–4]).
Об устранении изолированных особенностей. Начнем, прежде всего, с критериев

устранимости изолированных особенностей.
Теорема 1. Пусть D — область в C, z0 ∈ D, и пусть f — гомеоморфное решение

уравнения Бельтрами (1) класса W 1,1
loc в D \ {z0}. Предположим, что

ε0
∫

0

dr

rkµ(r)
= ∞, (3)

где ε0 < dist(z0, ∂D) и kµ(r) — среднее значение Kµ(z) по окружности |z− z0| = r. Тогда f
имеет непрерывное продолжение в D.

Отсюда мы имеем, в частности, следующие следствия.
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Следствие 1. Пусть D — область в C и пусть f — гомеоморфное решение уравнения
Бельтрами (1) класса W 1,1

loc в D \ {z0}. Если

kµ(r) = O

(

log
1

r

)

при r → 0, (4)

то f имеет непрерывное продолжение в D.
Следствие 2. Пусть D — область в C, x0 ∈ D, и пусть f — гомеоморфное решение

уравнения Бельтрами (1) класса W 1,1
loc в D \ {z0}. Если

kµ(r) = O

(

log
1

r
log log

1

r
· · · log · · · log

1

r

)

при r → 0, (5)

то f имеет непрерывное продолжение в D.
Продолжение решений на границы. Наиболее простой критерий может быть сфор-

мулирован для обратных отображений гомеоморфных решений уравнения Бельтрами.
Теорема 2. Пусть D и D′ — ограниченные выпуклые области или ограниченные об-

ласти с гладкими границами в C. Если f : D → D′ — гомеоморфное решение уравнения
Бельтрами (1) класса W 1,1

loc с Kµ ∈ L1(D), то f−1 имеет непрерывное продолжение в D′.
Однако, как показывают соответствующие примеры (см., например, предложение 6.3

в [2]), любая степень интегрируемости Kµ ∈ Lp(D), p ∈ [1,∞), не гарантирует продолже-
ние f на границу по непрерывности. Условия для этого имеют более сложную природу.

Теорема 3. Пусть D и D′ — ограниченные выпуклые области или ограниченные облас-
ти с гладкими границами в C. Предположим, что f : D → D′ — гомеоморфное решение
уравнения Бельтрами (1) класса W 1,1

loc с

δ(z0)
∫

0

dr

||Kµ||1(z0, r)
= ∞ ∀ z0 ∈ ∂D (6)

для некоторого δ(z0) ∈ (0, d(z0)), где d(z0) = sup
z∈D

|z − z0| и

‖Kµ‖1(z0, r) =

∫

D∩S(z0,r)

Kµ ds. (7)

Тогда f имеет непрерывное продолжение на D, которое гомеоморфно отображает D
на D′.

Приведем также критерий продолжимости для отображений, квазиконформных в сред-
нем.

Теорема 4. Пусть D и D′ — ограниченные выпуклые области или ограниченные облас-
ти с гладкими границами в C. Предположим, что f : D → D′ — гомеоморфное решение
класса W 1,1

loc уравнения Бельтрами (1) с

∫

D

Φ(Kµ(z)) dm(z) < ∞ (8)
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для выпуклой возрастающей функции Φ: [0,∞] → [0,∞]. Если

∞
∫

δ0

dτ

τΦ−1(τ)
= ∞ (9)

для некоторого δ0 > Φ(0), то f имеет гомеоморфное продолжение f : D → D′.
Следующая теорема показывает, что условие (9) является не только достаточным, но

и необходимым условием для продолжимости на границу отображений, квазиконформных
в среднем.

Теорема 5. Пусть Φ: [0,∞] → [0,∞] — выпуклая возрастающая функция такая, что

∞
∫

δ∗

dτ

τΦ−1(τ)
< ∞ (10)

для некоторого δ∗ ∈ (τ0,∞), где τ0 : = Φ(0). Тогда существует диффеоморфное решение f
уравнения Бельтрами (1), отображающее проколотый единичный круг D \ {0} на кольцо
R = {ζ ∈ C : 1 < |ζ| < R} такое, что

∫

D

Φ(Kµ(z)) dm(z) < ∞, (11)

но f не имеет продолжения в начало координат по непрерывности.
Наш метод доказательства теорем о граничном поведении решений позволяет перенести

все сформулированные выше результаты на случай так называемых слабо плоских границ,
в частности, доказать обобщение известной теоремы Геринга–Мартио о гомеоморфном про-
должении на границу квазиконформных отображений между областями квазиэкстремаль-
ной длины (см. [6, 7]).

Заметим также, что приведенные теоремы о гомеоморфном продолжении на границу по-
зволяют, в частности, исследовать задачу о существовании регулярных решений проблемы
Дирихле для вырожденных уравнений Бельтрами (см., например, [5]).
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D.A. Kovtonyuk, I. V. Petkov, V. I. Ryazanov

On the boundary behavior of regular solutions to the Beltrami equations

We obtained integral conditions on the dilatation quotient of the Beltrami equation guaranteing

a homeomorphic extension of general homeomorphic solutions of the class W 1,1

loc
to the boundary

in the case of bounded convex domains, as well as bounded domains with smooth boundaries of

the class C1. Moreover, the criteria of removability for the isolated singularities of degenerate

Beltrami equations are given.
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