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Отримано новi результати щодо зв’язкiв мiж пронормальними, абнормальними та

контранормальними пiдгрупами. Зокрема, наведено новi характеризацiї пронормальних

та абнормальних пiдгруп. Також опис груп, усi пiдгрупи яких пронормальнi, розширений

до класу груп, якi мають нормальну систему Куроша–Чернiкова з локально ступiнча-

тими факторами.

Пiдгрупа H групи G називається абнормальною в G, якщо для кожного елемента g ∈ G
має мiсце включення g ∈ 〈H,Hg〉. Абнормальнi пiдгрупи вперше введенi Ф. Холлом [1],
а термiн “абнормальна пiдгрупа” був запропонований Р. Картером у статтi [2]. Оскiльки
абнормальнi пiдгрупи самонормалiзовнi, абнормальнiсть є реальним антиподом до власти-
востi “бути нормальною пiдгрупою”. Зазначимо, що кожна максимальна пiдгрупа, що не
є нормальною, абнормальна.

Ф. Холл також ввiв до розгляду таке узагальнення як нормальних, так i абнормальних
пiдгруп. Пiдгрупа H групи G називається пронормальною в G, якщо пiдгрупи H та Hg

спряженi в 〈H,Hg〉 для кожного елемента g ∈ G. Пронормальнi пiдгрупи природно вини-
кають у теорiї скiнченних розв’язних груп. Такими пiдгрупами будуть силовськi та холлiв-
ськi пiдгрупи, системнi нормалiзатори, картеровi пiдгрупи. У теорiї скiнченних розв’язних
груп властивостi пронормальних пiдгруп, їх важливi характеризацiї та зв’язки з iншими
важливими типами пiдгруп були дослiдженi досить детально.

Додержуючись Д. Роуса [3], пiдгрупу H групи G називатимемо контранормальною,
якщо HG = G. Важливим прикладом контранормальних пiдгруп будуть абнормальнi пiд-
групи. Однак не кожна контранормальна пiдгрупа буде абнормальною.

У теорiї скiнченних груп виникли деякi послабленi форми пронормальностi, якi, однак,
приводять до пронормальностi у випадку скiнченних розв’язних груп. Пiдгрупа H нази-
вається промiжною для G0, якщо G0 6 H 6 G [4]. Пiдгрупа H групи G називається
слабко пронормальною в G, якщо для кожних двох таких промiжних пiдгруп K, L для
пiдгрупи H, що K є нормальною в L, має мiсце включення L 6 NG(H)K (у цьому випадку
також говорять, що H має властивiсть Фраттiнi). T.A. Пенг [5] довiв, що у скiнченнiй
розв’язнiй групi кожна слабко пронормальна пiдгрупа є пронормальною. Цей результат
був суттєво розширений у роботi Л.А. Курдаченка, X. Отала, I. Я. Субботiна [6], бiльш
конкретно, ця характеризацiя була розширена на нескiнченнi групи, що мають зростаючий
ряд нормальних пiдгруп, фактори якого задовольняють нормалiзаторну умову.

Якщо H — пронормальна пiдгрупа групи G, то її нормалiзатор NG(H) є вже абнормаль-
ною пiдгрупою в G (див., наприклад, [4, теорема 7]), зокрема, NG(H) є контранормальною
пiдгрупою в G. Бiльше того, якщо K — це пiдгрупа, що мiстить H, то NK(H) буде абнор-
мальною i в K, зокрема, NG(H) є контранормальною в K.
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Вважатимемо, що пiдгрупа H групи G є наближено пронормальною, якщо NK(H) кон-
транормальна в K для кожної пiдгрупи K, що мiстить у собi H.

У роботi Л.А. Курдаченка, А. Руссо, Д. Вiнчензi [7] були розглянутi групи, усi пiдгру-
пи яких є наближено пронормальними. Основний результат цiєї роботи показує, що якщо
G є локально радикальною групою, усi власнi пiдгрупи якої наближено пронормальнi, то
кожна пiдгрупа групи G є пронормальною в G.

Зразу зазначимо, що не кожна наближено пронормальна пiдгрупа буде пронормальною.
Наведений нижче приклад показує це. Нехай G — спецiальна унiтарна група всiх 3 × 3
матриць над полем F9 поряку 9. Ця група є простою та має порядок 6048. Мультиплiкативна
група U(F9) цього поля є циклiчною. Нехай g — такий елемент, що 〈g〉 = U(F9). Позначимо
через K пiдгрупу, що породжується такими матрицями:



0 0 1

0 g4 0
1 0 0


 ,




0 0 g4

0 g4 0

g4 0 0


 ,




g g2 g5

g5 0 g5

g g6 g5


 ,




1 g2 1

g2 0 g6

1 g6 1


 .

Ця пiдгрупа є наближено пронормальною, але не пронормальною. Її порядок дорiвнює 24,
вона є розв’язною, але не нiльпотентною. Зазначимо, що G має також 23 класи спряженостi,
що складаються з пронормальних пiдгруп.

У цьому зв’язку природно виникає таке питання: у яких групах кожна наближено про-
нормальна пiдгрупа буде пронормальною?

Спочатку вiдмiтимо зв’язки мiж наближено пронормальними та слабко пронормальни-
ми пiдгрупами.

Пропозицiя 1. Нехай G — група, що має зростаючий ряд пiдгруп з абелевими факто-
рами. Тодi кожна наближено пронормальна пiдгрупа G слабко пронормальна в G.

Нехай X — клас груп. Нагадаємо, що група G називається гiпер-X-групою, якщо G має
зростаючий ряд нормальних пiдгруп, фактори якого належать до класу X.

Також нагадаємо, що група G називається N -групою або групою з нормалiзаторною
умовою, якщо для кожної пiдгрупи H має мiсце нерiвнiсть H 6= NG(H).

Teoрема A. Нехай G — гiпер-N -група. Тодi кожна наближено пронормальна пiдгру-
па G пронормальна в G.

Наслiдок A1. Нехай G — розв’язна група. Тодi кожна наближено пронормальна пiд-
група G є пронормальною в G.

Наслiдок A2. Нехай G — розв’язна група. Припустимо, що її пiдгрупа H має та-
ку властивiсть: якщо K — пiдгрупа, що мiстить у собi H, то NK(H) є абнормальною
пiдгрупою в K. Тодi K є пронормальною в G.

Наслiдок A3 [8] . Нехай G — скiнченна розв’язна група. Припустимо, що її пiдгрупа H
має таку властивiсть: якщо K — пiдгрупа, що мiстить у собi H, то NK(H) є абнормаль-
ною пiдгрупою в K. Тодi K є пронормальною в G.

Якщо H — абнормальна пiдгрупа групи G та K — пiдгрупа, що мiстить у собi H, то H
буде абнормальною i в K, зокрема, H контранормальна в K.

Будемо говорити, що пiдгрупа H групи G є наближено абнормальною, якщо H є кон-
транормальною в кожнiй пiдгрупi K, що мiстить у собi H.

Як наслiдок теореми A ми отримуємо, що у кожнiй гiпер-N -групi будь-яка наближе-
но абнормальна пiдгрупа буде абнормальною. Нижченаведений результат показує, що цей
результат може бути значно посилений. Але спочатку наведемо деякi потрiбнi визначення.
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Група G називається Ñ -групою, якщо вона задовольняє таку умову: якщо M , L — такi
пiдгрупи G, що L мiстить M i M — максимальна в L, то M є нормальною в L.

Зазначимо, що кожна локально нiльпотентна група буде Ñ -групою (див., наприклад, [9,
теорема 18.1.3]), однак протилежне твердження не буде вiрним [10]. Також вiдзначимо, що
група G тодi i тiльки тодi є Ñ -групою, коли її кожна пiдгрупа є членом деякої системи
Куроша–Чернiкова групи G [11, § 8].

Нехай G — група i S — система пiдгруп G. Будемо говорити, що S — це система
Kуроша–Чернiкова, якщо вона задовольняє такi умови:

(KC 1) 〈1〉, G ∈ S;
(KC 2) для кожної пари пiдгруп A, B системи S має мiсце одне з двох включень: A 6 B

або B 6 A;
(KC 3) для кожної пiдмножини L системи S перетин усiх пiдгруп, що входять до пiд-

системи L, належить до S та об’єднання усiх пiдгруп, що входять до пiдсистеми L, належить
до S; зокрема, для кожного неодиничного елемента x ∈ G об’єднання Vx усiх членiв S, що
не мiстять елемент x, належить до S та перетин Λx усiх членiв S, що мiстять елемент x,
належить до S;

(KC 4) для кожного неодиничного елемента x ∈ G пiдгрупа Vx є нормальною в Λx.
Фактор-групи Λx/Vx називаються факторами системи S.
Якщо кожна пiдгрупа системи S є нормальною в усiй групi G, то S називається нор-

мальною системою Kуроша–Чернiкова.
Системи такого роду були введенi до розгляду у статтi А. Г. Куроша, С.М. Чернiко-

ва [11], що вже давно стала класичною.
Teoрема В. Нехай G — гiпер-Ñ-група. Тодi кожна наближено абнормальна пiдгрупа G

абнормальна в G.
У випадку скiнченних розв’язних груп абнормальнiсть досить тiсно пов’язана з власти-

вiстю “бути самонормалiзовною пiдгрупою”. Так, Д. Таунт довiв, що пiдгрупа H скiнченної
розв’язної групи G є абнормальною тодi i тiльки тодi, коли кожна промiжна для H пiд-
група є самонормалiзовною. У статтi Л.А. Курдаченка, I. Я. Субботiна [12] цей результат
був розширений на клас радикальних груп. Як наслiдок теореми В ми отримуємо суттєве
розширення цього результату.

Наслiдок В1. Нехай G — гiпер-Ñ-група та H — її пiдгрупа. Припустимо, що NG(L) =
= L для кожної пiдгрупи L, що мiстить у собi H. Tодi H є абнормальною пiдгрупою
групи G.

Наслiдок В2 [12]. Нехай G — радикальна група та H — її пiдгрупа. Припустимо,
що NG(L) = L для кожної пiдгрупи L, що мiстить у собi H. Tодi H є абнормальною
пiдгрупою групи G.

Для пронормальних пiдгруп клас Ñ -груп вiдiграє особливу роль, як показує
Пропозицiя 2. Нехай G — Ñ -група та H — її пiдгрупа. Якщо H є слабко пронормаль-

ною в G, то вона є нормальною в G.
Наслiдок. Нехай G — Ñ -група та H — її пiдгрупа. Якщо H є пронормальною в G,

то вона є нормальною в G.
Групи, кожна пiдгрупа яких є пронормальною, почали вивчатись досить давно.

T.A. Пенг [13] отримав опис таких скiнченних розв’язних груп. У роботi М.Ф. Кузенно-
го, I.Я. Субботiна [14] наведено опис перiодичних локально ступiнчатих груп, усi пiдгрупи
яких пронормальнi, а також опис неперiодичних локально розв’язних груп, усi пiдгрупи
яких пронормальнi.
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Нагадаємо, що група G називається локально ступiнчатою, якщо кожна її скiнченно
породжена пiдгрупа має власну пiдгрупу скiнченного iндексу.

Зазначимо, що неперiодичнi локально розв’язнi групи, усi пiдгрупи яких пронормальнi,
є абелевими [14]. У статтi Д. Робiнсона, А. Руссо, Д. Вiнчензi [15] цей останнiй результат
був розширений на клас локально ступiнчатих груп. Нижченаведений результат суттєво
розширює клас груп, у якому описанi групи, усi пiдгрупи яких пронормальнi.

Teoрема С. Нехай G — група, що має нормальну систему Куроша–Чернiкова, фактори
якої локально ступiнчатi. Припустимо, що кожна пiдгрупа G є пронормальною. Тодi:

1. Якщо G — неперiодична, то вона абелева.
2. Якщо G — перiодична i L — її локально нiльпотентний резидуал, то G задовольняє

такi умови:
(i) G/L — дедекiндова група;
(ii) Π(L)

⋂
Π(G/L) = ∅;

(iii) 2 6∈ Π(L);
(iv) кожна пiдгрупа L є G-iнварiантною;
(v) якщо S — силовська Π(G/L)-пiдгрупа G, то G = LS.
Для перiодичних груп цей результат може бути посилений.
Teoрема D. Нехай G — група, що має систему Куроша–Чернiкова, фактори якої ло-

кально ступiнчатi. Припустимо, що кожна пiдгрупа G є пронормальною. Тодi G задо-
вольняє такi умови:

(i) G/L — дедекiндова група;
(ii) Π(L)

⋂
Π(G/L) = ∅;

(iii) 2 6∈ Π(L);
(iv) кожна пiдгрупа L є G-iнварiантною;
(v) якщо S — силовська Π(G/L)-пiдгрупа G, то G = LS.
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A characterization of pronormal subgroups in some classes of infinite

groups

New results on the connections between pronormal, abnormal, and contranormal subgroups of a

group are presented. New characterizations of pronormal and abnormal subgroups have been obtai-

ned. The description of groups, whose all subgroups are pronormal, has been extended to a class of

groups having the normal Kurosh–Chernikov series with locally graded factors.
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