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Дослiджено задачу про напружено-деформований стан сферичної ортотропної оболонки

зi змiнною в одному координатному напрямку товщиною при рiзних граничних умовах

в уточненiй постановцi. Розвинуто чисельно-аналiтичний пiдхiд, який базується на за-

стосуваннi сплайн-апроксимацiї та методу дискретної ортогоналiзацiї. Напружено-де-

формований стан пологих ортотропних оболонок дослiджено у випадку змiнної товщи-

ни i збереженнi ваги.

Сферичнi оболонки широко застосовуються як елементи конструкцiй у рiзних галузях тех-
нiки, зокрема у суднобудуваннi та ракетно-космiчнiй технiцi. Для оцiнки мiцностi та надiй-
ностi таких конструкцiй потрiбно знати характеристики їх напруженого стану. Тому вини-
кає необхiднiсть у розробцi ефективних методiв i пiдходiв до розрахунку оболонок даного
класу [1, 2].

Дослiдженню напружено-деформованого стану нетонких сферичних оболонок в рамках
некласичної теорiї оболонок на основi уточненої моделi прямолiнiйного елемента присвячено
роботи [3–6]. В даному повiдомленнi проводиться дослiдження напружено-деформованого
стану оболонок такого класу, але змiнної товщини. Вихiдна математична модель такої зада-
чi описується системою диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних десятого порядку зi
змiнними коефiцiєнтами при вiдповiдних граничних умовах на краях. Дослiдження таких
задач пов’язане зi значними труднощами обчислювального характеру. Тому для її розв’я-
зання пропонується чисельно-аналiтичний пiдхiд, що грунтується на зведеннi двовимiрної
крайової задачi до системи звичайних диференцiальних рiвнянь з використанням методу
сплайн-апроксимацiї в одному з координатних напрямкiв. Отримана одновимiрна крайова
задача розв’язується стiйким чисельним методом дискретної ортогоналiзацiї. Ранiше та-
кий пiдхiд був використаний у роботах [7–10]. Для дослiдження напружено-деформованого
стану сферичних оболонок використовуються також iншi чисельнi методи [6, 11, 12].
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Особливiстю розв’язуваної задачi є дослiдження напруженого стану сферичних оболо-
нок, виготовлених з ортотропних матерiалiв [13, 14]. При цьому товщина оболонки може
змiнюватися у двох координатних напрямках. Автори дослiджували вплив змiни товщини
на розподiл їх прогинiв.

1. Розглянемо сферичнi оболонки, товщина яких змiнюється у двох координатних на-
прямках в уточненiй постановцi, що базується на гiпотезi прямої лiнiї. Суть прийнятої гi-
потези полягає у тому, що спочатку нормальний до координатної поверхнi елемент пiсля
деформацiї залишається прямолiнiйним, але вже не перпендикулярним до деформованої
координатної поверхнi. При цьому приймається, що вказаний елемент не змiнює свою дов-
жину.

За прийнятою гiпотезою, перемiщення оболонки подамо у виглядi

uθ(θ, ϕ, γ) = u(θ, ϕ) + γψθ(θ, ϕ);

uϕ(θ, ϕ, γ) = v(θ, ϕ) + γψϕ(θ, ϕ);

uγ(θ, ϕ, γ) = w(θ, ϕ),

(1)

де θ, ϕ, γ — координати точок оболонки; uθ, uϕ, uγ — вiдповiднi перемiщення; u, v, w —
перемiщення точок координатної поверхнi у напрямках θ, ϕ, γ; ψθ, ψϕ — повнi кути повороту
прямолiнiйного елемента.

У вiдповiдностi з (1) вирази для деформацiй записуємо у виглядi

eθ(θ, ϕ, γ) = εθ(θ, ϕ) + γκθ(θ, ϕ); eϕ(θ, ϕ, γ) = εϕ(θ, ϕ) + γκϕ(θ, ϕ);

eθϕ(θ, ϕ, γ) = εθϕ(θ, ϕ) + γ2κθϕ(θ, ϕ);

eθϕ(θ, ϕ, γ) = γθ(θ, ϕ); eϕγ(θ, ϕ, γ) = γϕ(θ, ϕ),

(2)

де

εθ =
1

r

(
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;

2κθϕ =
1

r

∂ψϕ

∂θ
−

1

r2
∂v

∂θ
+

1

r sin θ

(

∂ψθ

∂ϕ
+ cos θ

(

v

r
− ψϕ
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−
1
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;

γθ = ψθ − ϑθ; γϕ = ψϕ − ϑϕ; ϑθ =
1

r

(

u−
∂w

∂θ

)

; ϑϕ =
1

r

(

v −
1

sin θ

∂w
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)

.

(3)

Тут εθ, εϕ, εθϕ — тангенцiальнi, а κθ, κϕ, κθϕ — прогиннi деформацiї координатної поверхнi;
ϑθ, ϑϕ — кути повороту нормалi без урахування поперечних зсувiв; γθ, γϕ — кути повороту
нормалi, зумовленi поперечними зсувами.

Рiвняння рiвноваги мають вигляд

cos θ(Nθ −Nϕ) + sin θ

(

∂Nθ

∂θ
+Qθ

)

+
∂Nϕθ

∂ϕ
= 0;

∂Nϕ

∂ϕ
+ 2cos θNθϕ + sin θ

(

∂Nθϕ

∂θ
+Qϕ

)

= 0;
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cos θQθ +
∂Qϕ

∂ϕ
+ sin θ

(

∂Qθ

∂θ
−Nθ −Nϕ + rqγ

)

= 0; (4)

cos θ(Mθ −Mϕ) +
∂Mϕθ

∂ϕ
+ sin θ

(

∂Mθ

∂θ
− rQθ

)

= 0;

∂Mϕ

∂ϕ
+ 2cos θMθϕ + sin θ

(

∂Mθϕ

∂θ
− rQϕ

)

= 0.

де Nθ, Nϕ, Nθϕ, Nϕθ — тангенцiальнi зусилля; Qθ, Qϕ — перерiзуючi зусилля; Mθ, Mϕ, Mθϕ,
Mϕθ — згинаючi та скручуючи моменти.

Спiввiдношення пружностi для ортотропних оболонок симетричної структури по тов-
щинi вiдносно вибраної координатної поверхнi запишемо у виглядi

Nθ = C11εθ +C12εϕ; Nϕ = C12εθ + C22εϕ; Nθϕ = C66εθϕ + 2k2D66κθϕ;

Nϕθ = C66εθϕ + 2k1D66κθϕ; Mθ = D11κθ +D12κϕ; Mϕ = D12κθ +D22κϕ;

Mϕθ =Mθϕ = 2D66κθϕ; Qθ = K1γθ; Qϕ = K2γϕ,

(5)

де

C11 =
Eθh

1− νθνϕ
; C12 = νϕC11; C22 =

Eϕh

1− νθνϕ
; C66 = Gθϕh;

D11 =
Eθh

3

12(1 − νθνϕ)
; D12 = νϕD11; D22 =

Eϕh
3

12(1 − νθνϕ)
;

D66 =
Gθϕh

3

12
; K1 =

5

6
hGθγ ; K2 =

5

6
hGϕγ .

(6)

Тут Eθ, Eϕ, νθ, νϕ — модулi пружностi та коефiцiєнти Пуассона у напрямках θ i ϕ; Gθϕ,
Gθγ , Gϕγ — модулi зсуву; h = h(θ, ϕ) — товщина оболонки.

Для визначення напружень в ортотропних сферичних оболонках будемо виходити з спiв-
вiдношень закону Гука (В. З. Власов, 1949) [3, 4, 15]

eθ = b11σθ + b12σϕ; eϕ = b12σθ + b22σϕ;

eθϕ = b66τθϕ, eθγ = b55τθγ , eϕγ = b44τϕγ ,
(7)

де

b11 =
1

Eθ

; b12 = −
νθ
Eθ

= −
νϕ
Eϕ

; b22 =
1

Eϕ
; b66 =

1

Gθϕ

;

b44 =
1

Gϕγ
; b55 =

1

Gθγ

.

(8)

Розв’язуючи рiвняння (7) вiдносно напружень i використовуючи (2), отримуємо вирази
для напружень через деформацiї координатної поверхнi

(b11b22 − b212)σθ = b22(εθ + γκθ)− b12(εϕ + γκϕ);

(b212 − b11b22)σϕ = b12(εθ + γκθ)− b11(εϕ + γκϕ);

b66τθϕ = εθϕ + 2γκθϕ; b55τθγ = γθ; b44τϕγ = γϕ

(

−
h

2
6 γ 6

h

2

)

.

(9)
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За розв’язувальнi функцiї вибираємо компоненти вектора перемiщень та повнi кути
повороту u, v, w, ψθ, ψϕ. Пiсля деяких перетворень з вказаних основних рiвнянь уточненої
теорiї оболонок отримуємо систему п’яти розв’язувальних диференцiальних рiвнянь в час-
тинних похiдних другого порядку зi змiнними коефiцiєнтами

∂2u
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∂θ
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∂θ∂ϕ
+ a17

∂v

∂ϕ
+

+ a18v + a19
∂w

∂θ
+ a1,10w + a1,11

∂ψθ
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∂θ∂ϕ
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∂ϕ
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∂v

∂θ
+ a26

∂v

∂ϕ
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∂2v

∂ϕ2
+

+ a28v + a29
∂w

∂ϕ
+ a2,10w + a2,11

∂ψθ

∂θ
+ a2,12

∂2ψθ

∂θ∂ϕ
+ a2,13

∂ψθ

∂ϕ
+

+ a2,14ψθ + a2,15
∂ψϕ

∂ϕ
+ a2,16

∂2ψϕ

∂ϕ2
+ a2,17ψϕ;

∂2w

∂θ2
= a31

∂u

∂θ
+ a32u+ a33

∂v

∂ϕ
+ a34v + a35

∂w

∂θ
+ a36

∂w

∂ϕ
+ a37

∂2w

∂ϕ2
+

+ a38w + a39
∂ψθ

∂θ
+ a3,10ψθ + a3,11

∂ψϕ

∂ϕ
+ a3,12ψϕ + a3,13qγ ;

∂2ψθ

∂θ2
= a41

∂u

∂θ
+ a42

∂u

∂ϕ
+ a43

∂2u

∂ϕ2
+ a44u+ a45

∂v

∂θ
+ a46

∂2v

∂θ∂ϕ
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∂v

∂ϕ
+

+ a48v + a49
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∂2ψθ

∂ϕ2
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∂ψϕ

∂ϕ
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∂θ2
= a51

∂u
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∂2u

∂θ∂ϕ
+ a53

∂u

∂ϕ
+ a54u+ a55

∂v

∂θ
+ a56
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∂ϕ
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∂2v

∂ϕ2
+
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∂w

∂ϕ
+ a5,10w + a5,11

∂ψθ

∂θ
+ a5,12

∂2ψθ
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∂ϕ
+
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∂θ
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∂2ψϕ

∂ϕ2
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(10)

Коефiцiєнти aij в загальному випадку залежать вiд θ i ϕ.
Додаючи до системи рiвнянь (10) граничнi умови на контурi оболонки отримаємо дво-

вимiрну крайову задачу
2. Для розв’язання даного класу двовимiрних крайових задач застосовуємо пiдхiд, що

базується на апроксимацiї шуканого розв’язку в одному координатному напрямку за до-
помогою сплайн-функцiй, а для розв’язання отриманої в результатi одновимiрної крайової
задачi використовуємо стiйкий чисельний метод дискретної ортогоналiзацiї [4, 7].
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В систему (10) входять похiднi вiд розв’язувальних функцiй по координатi ϕ не вище
другого порядку. На основi цього при апроксимацiї рiшень по координатi ϕ можна обме-
житися сплайн-функцiями третього степеня. Тодi шуканий розв’язок крайової задачi для
системи рiвнянь (10) з вiдповiдними граничними умовами подамо в такому виглядi [5, 7]:

u(θ, ϕ) =
N
∑

i=o

ui(θ)φ1i(ϕ); v(θ, ϕ) =
N
∑

i=o

vi(θ)φ2i(ϕ);

w(θ, ϕ) =

N
∑

i=o

wi(θ)φ3i(ϕ); ψθ(θ, ϕ) =

N
∑

i=o

ψθi(θ)φ4i(ϕ);

ψϕ(θ, ϕ) =

N
∑

i=o

ψϕi(θ)φ5i(ϕ),

(11)

де ui(θ), vi(θ), wi(θ), ψθi(θ), ψϕi(θ) — невiдомi функцiї, що залежать вiд координати θ;
ϕji(y) (j = 1, 5) — лiнiйнi комбiнацiї B-сплайнiв на рiвномiрнiй сiтцi ∆: 0 = ϕ0 < ϕ1 < · · · <
< ϕN , що точно задовольняють граничнi умови на краях. В систему входять похiднi вiд
розв’язувальних функцiй по координатi ϕ не вище другого порядку i можна обмежитися
при апроксимацiї сплайн-функцiями третього степеня.

Пiдставивши вирази (11) в розв’язувальну систему рiвнянь (10) i граничнi умови, за-
стосовуючи метод сплайн-колокацiї та вимагаючи їх задоволення на N + 1 лiнiях ϕ = ξi
(i = 1, N + 1), отримуємо систему звичайних диференцiальних рiвнянь порядку 10(N + 1),
яку можна навести в нормальнiй формi Кошi у виглядi

dR

dθ
= A(θ)R+ f(θ), (12)

де R = {u0, u1, . . . , uN , v0, v1, . . . , vN , w0, w1, . . . , wN , ψθ0, ψθ1, . . . , ψθN , ψϕ0, ψϕ1, . . . , ψϕN}T —
вектор-функцiя вiд θ; f(θ) — вектор правих частин; A(θ) — квадратна матриця, елементи
якої залежать вiд θ.

Для розв’язання одновимiрної крайової задачi (12) використовуємо стiйкий чисельний
метод дискретної ортогоналiзацiї.

3. Як приклад застосування запропонованого чисельно-аналiтичного пiдходу розв’яже-
мо задачу про дослiдження напружено-деформованого стану iзотропної сферичної оболон-
ки, замкненої по координатi ϕ. У цьому випадку двовимiрна крайова задача внаслiдок
симетрiї по ϕ зведеться до одновимiрної. Нехай товщина оболонки змiнюється за законом
h = 1 + α cos θ, r = 20, qγ = q = const. Контури θ = π/3 та θ = π/2 жорстко закрiпленi,
тобто на них виконуються умови u = v = w = 0, ψϕ = ψθ = 0.

На рис. 1 порiвнюється розв’язок двовимiрної крайової задачi з умовами симетрiї на
контурах ϕ = const, отриманий за допомогою описаної вище методики (суцiльна лiнiя)
та розв’язок одновимiрної крайової задачi, одержаний методом дискретної ортогоналiзацiї
(точки). З графiкiв видно, що розв’язки при рiзних значеннях параметра змiни товщини α
практично не вiдрiзняються.

Також було розв’язано задачу про напружено-деформований стан незамкненої по пара-
метру ϕ сферичної оболонки (π/3 6 θ 6 π/2, 0 6 ϕ 6 π), жорстко закрiпленої по всьому
контуру. Всi iншi параметри оболонки такi ж, як у попереднiй задачi. На рис. 2 показа-
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Рис. 1. Розподiл прогинiв вздовж θ

Рис. 2. Розподiл прогинiв вздовж ϕ

но розподiл прогинiв вздовж параметра ϕ в перерiзi θ = 5π/12 залежно вiд параметра α
(з мiркувань симетрiї розподiл наведено на iнтервалi 0 6 ϕ 6 π/2). З графiкiв видно, що
змiна товщини має значний вплив на напружено-деформований стан сферичної оболонки.

Таким чином, в роботi розроблено ефективний чисельно-аналiтичний пiдхiд до розв’я-
зання задач статики сферичних ортотропних оболонок змiнної товщини в уточненiй поста-
новцi при рiзних граничних умовах. З вихiдних рiвнянь уточненої теорiї оболонок отримано
розв’язувальну систему диференцiальних рiвнянь iз граничними умовами, що становлять
двовимiрну крайову задачу, яка розв’язується шляхом зведення до одновимiрної методом
сплайн-колокацiї i розв’язання одновимiрної крайової задачi стiйким чисельним методом
дискретної ортогоналiзацiї. На основi викладеного пiдходу побудовано алгоритм i створено
ефективний програмний комплекс, за допомогою якого розв’язано ряд задач i проведено
аналiз напруженого стану оболонок вказаного класу залежно вiд законiв змiни товщини
при рiзних граничних умовах, виявлено ряд закономiрностей розподiлiв прогинiв i напру-
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жень, що мають практичне значення при оцiнцi мiцностi i надiйностi елементiв конструкцiй.
Запропонований пiдхiд дозволяє проводити дослiдження напружено-деформованого стану
сферичних ортотропних оболонок змiнної товщини.
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O.Ya. Grigorenko, O.V. Vovkodav, S.M. Yaremchenko

Numerical solution of problems of a stress-strain state of spherical shells

with variable thickness in a refined statement

The problem of a stress-strain state of the orthotropic spherical shell of variable thickness in one

dimension is carried out in a refined statement for different boundary conditions. The numerical-

analytical method is developed based on using the spline-approximation and the discrete-orthogonali-

zation methods. The stress-strain state of orthotropic shallow shells is investigated for the case of

the variable thickness and preserving the weight.
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