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Змiшана система рiвнянь коливань анiзотропних тiл
з однiєю площиною симетрiї пружних властивостей

(моноклiнна система) i її властивостi

Одержано змiшанi системи рiвнянь в операторнiй формi Кошi за просторовими ко-

ординатами для анiзотропних середовищ iз однiєю площиною симетрiї пружних влас-

тивостей. За перпендикулярною до площини симетрiї координатою отримана система

зведена до операторної гамiльтонової форми.

У роботах [1–4 та iн.] рiвняння коливань i шiсть матерiальних спiввiдношень для орто-
тропного пружного тiла зведено до змiшаної системи шести рiвнянь вiдносно перемiщень
i трьох вiдповiдним чином вибраних напружень. У [5] вперше було показано, що такi сис-
теми є гамiльтоновими операторними системами за просторовою координатою з належним
чином вибраними гамiльтоновими змiнними i вiдповiдною операторною функцiєю Гамiльто-
на. У данiй роботi отриманий бiльш загальний результат для матерiалiв з однiєю площиною
симетрiї пружних постiйних (моноклiнна система). Показано, що змiшану систему рiвнянь
лише за перпендикулярною до площини симетрiї координатою можна зобразити у формi
операторної гамiльтонової системи; за координатами у площинi симетрiї таке зображення
одержати не вдається.

У декартовiй прямокутнiй системi координат x1, x2, x3 рiвняння коливань
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для анiзотропних матерiалiв з однiєю площиною симетрiї x3 = const пружних властивостей
(кристали моноклiнної системи) замикаються матерiальними залежностями [6]
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1. Виберемо за основнi (розв’язуючi) функцiї перемiщення u1, u2, u3 i напруження σ31,
σ32, σ33, якi при досконалому механiчному контактi залишаються неперервними на площи-
нах x3 = const розриву механiчних властивостей середовища. Пiсля вiдповiдних перетво-
рень iз залежностей (1), (2) одержимо таку систему рiвнянь:

∂σ33
∂x3

= ρ
∂2u3
∂t2

−

∂σ13
∂x1

−

∂σ23
∂x2

,

∂u1
∂x3

= −

∂u3
∂x1

+
c44

c44c55 − c2
45

σ13 −
c45

c44c55 − c2
45

σ23,

∂u2
∂x3

= −

∂u3
∂x2

−

c45
c44c55 − c2

45

σ13 +
c55

c44c55 − c2
45

σ23,

∂u3
∂x3

=
σ33
c33

−

c31
c33

∂u1
∂x1

−

c36
c33

∂u1
∂x2

−

c36
c33

∂u2
∂x1

−

c32
c33

∂u2
∂x2

,

∂σ31
∂x3

= −

c13
c33

∂σ33
∂x1

−

c63
c33

∂σ33
∂x2

+ ρ
∂2u1
∂t2

− c11∗
∂2u1
∂x2

1

− 2c16∗
∂2u1

∂x1∂x2
−

− c66∗
∂2u1
∂x2

2

− c16∗
∂2u2
∂x2

1

− (c12∗ + c66∗)
∂2u2

∂x1∂x2
− c62∗

∂2u2
∂x2

2

,

∂σ32
∂x3

= −

c63
c33

∂σ33
∂x1

−

c23
c33

∂σ33
∂x2

− c61∗
∂2u1
∂x2

1

− (c66∗ + c21∗)
∂2u1

∂x1∂x2
−

− c26∗
∂2u1
∂x2

2

+ ρ
∂2u2
∂t2

− c66∗
∂2u2
∂x2

1

− 2c26∗
∂2u2

∂x1∂x2
− c22∗

∂2u2
∂x2

2

.

(3)

Тут i далi аргументи у функцiй ρ(x3), cij(x3) опущенi.
Напруження σ11, σ22, σ12, що не ввiйшли в систему (3), визначаються через розв’язуючi

функцiї u1, u2, u3, σ31, σ32, σ33 за формулами
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У залежностях (3), (4) використовуються позначення
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Система (3) записана в операторнiй нормальнiй формi Кошi за просторовою координа-
тою x3. Таке подання особливо доцiльно при заданнi граничних умов i умов спряження на
площинах x3 = const.
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Коефiцiєнти системи (3), а значить модулi пружностi cij i густина ρ, через якi вони ви-
ражаються, можуть бути довiльними функцiями координати x3 з розривами першого роду.
На площинах цих розривiв слiд вимагати неперервностi перемiщень u1, u2, u3 i напружень
σ31, σ32, σ33.

Покажемо, на пiдставi результатiв роботи [5], що система рiвнянь (3) є операторною
гамiльтоновою системою [7] за просторовою координатою x3
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Для цього операторну функцiю Гамiльтона досить взяти у виглядi
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де елементи симетричних операторних матриць P̂ij , Q̂ij мають вигляд
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Диференцiальнi оператори ∂/∂t, ∂/∂x1, ∂/∂x2 слiд вважати замороженими (постiйними).
Операторну канонiчну гамiльтонову систему (3) можна одержати з умови стацiонарностi

по ui, σ3i функцiонала
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при “iзохронних” варiацiях. При здiйсненнi варiювання оператори P̂ij й Q̂ij слiд вважати
замороженими.

2. Виберемо тепер як основнi розв’язуючi функцiї перемiщень u1, u2, u3 i напружень
σ11, σ12, σ13, якi при досконалому механiчному контактi залишаються неперервними на
площинах x1 = const розриву властивостей середовища. Пiсля вiдповiдних перетворень iз
рiвнянь (1), (2) одержимо систему
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де використовуються позначення cij∗ = cijc66 − c6ic6j , i, j = 1, 2, 3, s55 = c55/(c44c55 − c245).
Напруження σ22, σ33, σ23, якi не ввiйшли в систему (10), знаходяться через визначальнi

функцiї ui, σ1i, i = 1, 2, 3, за формулами
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У системi (10) коефiцiєнти пружностi cij i густина ρ можуть бути довiльними функцiя-
ми координати x1 з розривами першого роду. На площинах цих розривiв слiд вимагати
неперервностi перемiщень u1, u2, u3 i напружень σ11, σ12, σ13.

Система (10) записана в операторнiй формi Кошi. Таке зображення системи (10) хоча
й має певну симетрiю пiдматриць, але звести її до операторної гамiльтонової форми не
вдається.
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Аналогiчний результат можна одержати i за просторовою координатою x2, якщо за
розв’язуючi функцiї вибрати перемiщення u1, u2, u3 i напруження σ22, σ21, σ23.
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A mixed system of equations of vibrations of anisotropic bodies with
one plane of symmetry of elastic properties (monoclinic system) and its
properties

The mixed system of equations in the operator form of Cauchy in spatial coordinates for anisotropic

media with one plane of symmetry of elastic properties is deduced. On a coordinate perpendicular

to the plane of symmetry, the obtained system is represented in the operator Hamilton form.
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