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Дослiдження деформативностi гнучких пологих

цилiндричних оболонок при критичних значеннях

навантаження

На основi точного аналiтичного розв’язку нелiнiйної крайової задачi дослiджено напру-

жено-деформований стан i втрату стiйкостi гнучкої нескiнченно довгої пологої некру-

гової цилiндричної оболонки пiд дiєю нерiвномiрного нормального поверхневого наванта-

ження в докритичнiй i закритичнiй областях деформування для жорсткого закрiплення

поздовжнiх країв. Отримано аналiтичнi умови, що визначають потенцiйну здатнiсть

оболонки до втрати стiйкостi за рахунок бiфуркацiї та за рахунок хлопка.

Дослiдження середнього згину оболонок та визначення умов втрати стiйкостi вимагає роз-
в’язання задач деформування оболонок в геометрично нелiнiйнiй постановцi [1, 2]. При цьо-
му особлива увага придiляється визначенню критичних значень навантаження, при яких
вiдбувається втрата оболонкою стiйкостi. Поряд з деякими наближеними пiдходами до
розв’язання даного класу задач [3], важливим є отримання точних аналiтичних розв’яз-
кiв [4–5], що дозволяє провести аналiз напружено-деформованого стану оболонки в докри-
тичнiй i закритичнiй областях деформування.

Розглянемо задачу про деформування гнучкої нескiнченно довгої пологої цилiндричної
оболонки сталої товщини, некругового поперечного перерiзу пiд дiєю нерiвномiрного нор-
мального поверхневого навантаження. Серединна поверхня оболонки вiднесена до ортого-
нальної системи координат XOY (Ox напрямлена вздовж осi оболонки, Oy — вздовж її
напрямної (−∞ < x < ∞, −b 6 y 6 b)).

Приймаємо, що кривизна i навантаження змiнюються вздовж напрямної за квадратич-
ними законами (k0 — кривизна кола):

ky(y) = k0(1 + γ0y
2), q(y) = q0(1 + δ0y

2), k0 = const, q0 = const.

Вихiднi рiвняння запишемо у виглядi системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь в без-
розмiрних величинах [6]
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В (1), (2) введено такi безрозмiрнi величини:

η =
y

b
(−1 6 η 6 1), w∗ =

w

k0b2
, v∗ =

v

k20b
3
, µ = bλ, (3)

q∗ =
b2

k0DM
q0, k∗ =

4k0b
2

h
=

4b2

r0h
, γ = γ0b

2, δ = δ0b
2,

54 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2011, №4



де v, w — тангенцiальне i нормальне перемiщення; λ2 = −Ny/DM , Ny — зусилля за на-
прямною, Ny < 0 (стиск); DN , DM — тангенцiальна та згинна жорсткостi; h — товщина
оболонки (h = const).

Поздовжнi края оболонки жорстко закрiпленi. Тодi граничнi умови на цих краях у без-
розмiрних величинах запишемо у виглядi

w∗(±1) = 0,
dw∗

dη

∣∣∣∣
η=±1

= 0, v∗(±1) = 0. (4)

Останню з умов (4) на одному краї можна замiнити еквiвалентною умовою

∆∗ =

1∫

−1

dv∗

dη
dη = 0, (5)

яка означає, що зближення мiж краями вiдсутнє.
Рiвняння (2) за виглядом є лiнiйним диференцiальним рiвнянням з постiйним коефiцiєн-

том µ2 = b2λ2 = −Nyb
2/DM . Проте, залежнiсть безрозмiрного прогину w∗ вiд параметра

навантаження q∗ є нелiнiйною, оскiльки внутрiшнє зусилля Ny є нелiнiйною функцiєю на-
вантаження q.

Загальний розв’язок рiвняння (2) отримуємо у виглядi

w∗ = C1 cosµη + C2 sinµη + C3η + C4 + w∗(k) + w∗(q), (6)

де
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Сталi iнтегрування знаходяться з умов (4) вiдносно прогину w∗, якi приводять до сис-
теми чотирьох лiнiйних рiвнянь, що розпадається на двi системи вiдносно C1, C4 та C2,
C3. Нетривiальнi розв’язки системи вiдносно C2, C3 можливi при умовi tg µ = µ, звiдки
µ ≈ 4,493; 7,725, . . .. При цьому (C2 6= 0, tg µ = µ), коли параметр внутрiшнього зусилля до-
сягає значення µ̃ ≈ 4,493, симетрична вiдносно центральної осi форма рiвноваги оболонки
вперше стає нестiйкою i з’являється несиметрична складова прогину.

Проведемо дослiдження симетричних форм рiвноваги, тобто розглянемо такi оболонки,
при деформуваннi яких внутрiшнє зусилля µ = µ̃ не досягається. Тодi tg µ 6= µ, C2 = 0,
C3 = 0 i розв’язок (6) набуває вигляду
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де
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−
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δq∗

µ2
− γ. (9)

Враховуючи вираз (8) в рiвняннi (1) i задовольняючи граничну умову (5), одержуємо
залежнiсть мiж q∗ i µ у виглядi квадратного рiвняння

a

µ4
(q∗)2 +

b

µ2
q∗ + c = 0, (10)
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Рис. 1. Залежнiсть параметра внутрiшнього зусилля вiд навантаження
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(11)

Ni = Ni(µ, δ, γ), i = 1, . . . , 6; A = A(µ, δ), B = B(µ, γ).

Отже, точний аналiтичний розв’язок крайової задачi (1), (2), (4), (5) одержано у виглядi
залежностей (8), (10). Залежнiсть w∗(q∗) при фiксованому значеннi координати η отри-
мується шляхом виключення µ з виразу для w∗ (8) за допомогою (10). Графiки функцiй
µ(q∗) та w∗(q∗), побудованi за допомогою виразiв (8), (10) при η = 0 i δ = −2; γ = −2 для
рiзних значень k∗, наведено на рис. 1, 2.

Дискримiнант квадратного рiвняння (10) має вигляд:
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Дослiджуючи (13), встановлюємо, що для заданої геометрiї оболонки iснує певне гранич-
не значення параметра внутрiшнього зусилля µmax, для якого D∗(µ) > 0 при 0 < µ < µmax,
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Рис. 2. Залежнiсть прогину в вершинi оболонки вiд навантаження

D∗ = 0 при µ = µmax, D
∗(µ) < 0 при µ > µmax. Таким чином, при аналiзi розв’язку задачi

доцiльно розглянути такi випадки:
1) 0 < µmax < π, 2) π 6 µmax < µ̃, 3) µmax > µ̃, реалiзацiя яких визначається значенням

узагальненого геометричного параметра k∗. Значення цього параметра, яке роздiляє першi

два випадки, позначимо k̃∗, а другий i третiй випадки —
˜̃
k
∗

;
1) 0 < µmax < π (0 < k∗ < k̃∗, k̃∗ = 11,4 для δ = γ = 0). В цьому випадку значення µ = π

не досягається, залежностi w∗(q∗) є монотонними i iснує тiльки одна стiйка симетрична
форма рiвноваги оболонки, втрати стiйкостi (явища хлопка) не вiдбувається;

2) π 6 µmax < µ̃ (k̃∗ 6 k∗ <
˜̃
k
∗

). В цьому випадку залежностi w∗(q∗) мають точки
максимуму i мiнiмуму (верхнє i нижнє критичнi значення навантаження) i iснують двi рi-
знi форми стiйкої рiвноваги оболонки, перехiд мiж якими вiдбувається за рахунок хлопка
(рис. 2). При навантаженнi оболонки перехiд вiд однiєї форми рiвноваги до iншої здiйсню-
ється в точцi максимуму залежностi w∗(q∗), а при розвантаженнi — в точцi мiнiмуму цiєї
залежностi. При k∗ = k̃∗ жирна крива w∗(q∗) роздiляє зазначенi випадки. На рис. 1, 2
значенню k̃∗ (k̃∗ = 15,42) вiдповiдають жирнi кривi;

3) µmax > µ̃ (k∗ >
˜̃
k
∗

,
˜̃
k
∗

= 20,09 для δ = γ = 0). В цьому дiапазонi досягається значен-
ня параметра внутрiшнього зусилля µ = µ̃ i вiдбувається втрата стiйкостi з виникненням
несиметричної форми рiвноваги.

Вираз для отримання значення узагальненого геометричного параметра k̃∗ знаходиться
з умови D∗|µ=π = 0 i має вигляд:

k̃∗ =
4π2A

[6π2(A2N5 +B2N1 +ABN3) + 3(N2
4 − 4N2N6)]1/2

. (14)

За формулою (14) при рiзних значеннях γ i δ можна визначити величину k̃∗, а потiм
за формулою (8) з врахуванням залежностi (10) побудувати графiки функцiї w∗(q∗) при
фiксованому η для рiзних k̃∗.

Аналогiчним чином можна отримати аналiтичний вираз для значень параметра
˜̃
k
∗

, та-

ких що в дiапазонi k∗ >
˜̃
k
∗

можлива втрата стiйкостi оболонки за рахунок бiфуркацiї з пе-
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реходом до несиметричної форми рiвноваги. Для цього прирiвнюємо вираз для D∗ (13) до
нуля при µmax = µ̃ ≈ 4,493. Будемо мати:

˜̃
k
∗

=
4√
3

µ̃(A2 − 2N1µ̃
2 − 2N2)

1/2

[µ̃2(N2
3 − 4N1N5) + 2R+ µ̃−2(N2

4 − 4N2N6)]1/2
,

де

R = N3N4 − 2N2N5 − 2N1N6 +A2N5 +B2N1 +ABN3.

Для кругової оболонки при рiвномiрному навантаженнi це значення дорiвнює
˜̃
k
∗

=
= 20,095, що узгоджується з результатами роботи [5].

Вiдзначимо, що при значеннях k∗, що неiстотно перебiльшують
˜̃
k
∗

, на практицi реалi-
зується втрата стiйкостi за рахунок хлопка, оскiльки точка бiфуркацiї (виникнення несимет-
ричної форми рiвноваги) розташовується в областi нестiйкого деформування. Позначимо

вiдповiдний дiапазон
˜̃
k
∗

6 k∗ 6
˜̃
K

∗

. При k∗ =
˜̃
K

∗

значення безрозмiрного зусилля µ =
= µ̃ вiдповiдає точцi максимуму залежностi q∗(µ) i, отже, досягається верхнє критичне

значення навантаження. Для кругової оболонки це значення досягається при
˜̃
K

∗

= 22,93

i дорiвнює q∗max = 16. При k∗ >
˜̃
K

∗

значення µ = µ̃ вiдповiдає точкам, розташованим на

докритичнiй монотонно зростаючiй частинi кривої w∗(q∗). Отже, при k∗ >
˜̃
K

∗

визначальною
є втрата стiйкостi оболонки за рахунок бiфуркацiї з переходом до несиметричної форми
рiвноваги.

Таким чином, для суттєво пологих оболонок 0 < k∗ < k̃∗ втрати стiйкостi не вiдбуваєть-

ся. В дiапазонi k̃∗ < k∗ <
˜̃
K

∗

визначальною є втрата стiйкостi за рахунок хлопка, а при

k∗ >
˜̃
K

∗

визначальною є втрата стiйкостi оболонки за рахунок бiфуркацiї з переходом до
несиметричної форми рiвноваги.

З розв’язку (6) можна отримати i опис несиметричної форми рiвноваги, аналогiчно то-
му, як це було зроблено в роботi [7] для кругової оболонки при рiвномiрному навантаженнi.
Несиметрична форма рiвноваги вiдповiдає нетривiальним розв’язкам системи лiнiйних рiв-
нянь вiдносно C2, C3, якi можливi за умови tg µ = µ, отже при µ = 4,493; 7,725; . . .. Для
кожного з цих значень розподiл прогину буде однаковим i його можна визначити з (6). Не-
тривiальнi розв’язки задовольняють умову C3 = −C2µ cosµ i вираз (6) пiсля задоволення
перших двох граничних умов (4) набуває вигляду

w∗ = w∗

S − C2(ηµ cos µ− sinµη),

де w∗

S визначається виразом (8). Єдина невiдома довiльна стала визначається з граничної
умови (5), яка при аналiзi симетричної форми використовувалася для визначення пара-
метра зусилля µ. Для несиметричної форми ця умова може бути використана, оскiльки
в цьому випадку µ визначається з умови tgµ = µ.

Таким чином, наявнiсть точних аналiтичних розв’язкiв нелiнiйної крайової задачi до-
зволяє дослiджувати поведiнку i втрату стiйкостi гнучкої довгої пологої некругової цилiнд-
ричної оболонки в докритичнiй i закритичнiй областях деформування залежно вiд змiни
узагальненого геометричного параметра.
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Investigation of deformability of flexible shallow cylindrical shells under

critical loading

The stress-strain state and the stability of long flexible shallow noncircular cylindrical shell under

a nonuniform normal loading and the boundary condition of a rigid fixing of longitudinal edges are

investigated. An exact analytical solution of the corresponding nonlinear boundary-value problem

is obtained. Using the given solution, it is possible to analyze the behavior of a shell in prebuckling

and postbuckling ranges of deformation. The analytical conditions that define the potential ability

to the loss of stability of a shell by buckling and bifurcation are derived.
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