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Повна iнтегровнiсть нелiнiйної гiдродинамiчної системи

типу Кортевега–де Фрiза

(Представлено академiком НАН України А.М. Самойленком)

Дослiджено нелiнiйну гiдродинамiчну систему типу Кортевега–де Фрiза. Для цiєї сис-

теми доведено iснування нескiнченної iєрархiї функцiонально незалежних та iнволютив-

них законiв збереження, знайдено пару сумiсних iмплектичних операторiв, яка дозволяє

записати систему в бiгамiльтоновому виглядi. Грунтуючись на градiєнтно-голономно-

му алгоритмi, знайдено явний вигляд зображення Лакса.

Зростання iнтересу до вивчення нелiнiйних явищ i процесiв, якi виникають у задачах су-
часного природознавства, спричинене систематичним використанням найновiших досягнень
у сучасних роздiлах математики. Дослiдження у цьому напрямку за останнє тридцятирiччя
широко розвинутi [1–15]. Зокрема, особливо ефективним методом одержання явних (част-
кових) розв’язкiв нелiнiйних динамiчних систем на функцiональних многовидах є метод
скiнченновимiрних редукцiй, основи якого були закладенi в дослiдженнях [1, 2, 5–10] та
розвинутi в працях [12–15]. При застосуваннi цього методу важливим є попереднiй сим-
плектичний аналiз нелiнiйної динамiчної системи, на основi якого можна встановити при
певних додаткових умовах її повну iнтегровнiсть.

1. Постановка задачi. Нехай на нескiнченновимiрному гладкому перiодичному мно-

говидi M ⊂ C
(∞)
2π (R1;R2) задана динамiчна система типу Кортевега–де Фрiза [8, 9, 11]

ut = uxxx + uux − vvx,

vt = −2vxxx − uvx

}
= K[w], (1)

де вважаємо, що w := (u, v)⊺ ∈ M , t ∈ R — еволюцiйний параметр, ⊺ — знак траспонування,
K[w] — гладке за Фреше функцiонально-полiномiальне векторне поле K : M → T (M). Ви-
користовуючи градiєнтно-голономний метод [12, 13], покажемо, що динамiчна система (1)
є узгодженим бiгамiльтоновим потоком на M i має стандартне зображення типу Лакса.

2. Закони збереження. На гладкому 2π-перiодичному многовидi M для динамiчної
системи (1) знайдемо нескiнченну iєрархiю законiв збереження. З цiєю метою розглянемо
асимптотичнi розв’язки рiвняння Лакса [5]:

dϕ

dt
+K

′
∗ϕ = 0, (2)

де ϕ ∈ T ∗(M), ′ — штрих позначає похiдну Фреше нелiнiйного локального функцiонала
K : M → T (M), a ∗ — спряження вiдносно стандартної бiлiнiйної форми. Оскiльки оператор
K

′
∗ : T ∗(M) → T ∗(M) має, згiдно з (1), вигляд

K
′
∗ =

(
−∂3 − u∂ −vx

v∂ 2∂3 + ∂u

)
,
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то лiнiйне рiвняння (2) допускає вектор-розв’язок ϕ ∈ T ∗(M) у виглядi

ϕ(x, t;λ) = (1, b(x, t;λ))⊺ exp

[
λx+ λ3t+

x∫

x0

dxσ(x, t;λ)

]
, (3)

де λ ∈ C — комплексний параметр, x0 ∈ R — довiльна фiксована точка i

b(x, t;λ) ≃
∑

j∈Z+

bj[w]λ
−j , σ(x, t;λ) ≃

∑

j∈Z+

σj [w]λ
−j , (4)

є асимпотичними розвиненнями при |λ| → ∞. Пiдставляючи (4) в (3), з рiвняння (2) отри-
муємо нескiнченну систему рекурентних спiввiдношень [13, 15]

∂

∂t

x∫

xo

dτσj − 3σj+2 − 3
∑

k

σj+1−kσk − 3σj+1,x − 3
∑

k

σj−kσk,x −

− σj,xx −
∑

k,s

σj−kσk−sσs − uδj,−1 − uσj − vxbj = 0,

bj,t + 9
∑

k

bj+2−kσk + 9
∑

k,s

bj+1−kσk−s + 9
∑

k

bj+1−kσk,x + 9
∑

k,s

bj−kσk−sσs,x +

+ 3
∑

k

bj−kσk,xx + 3
∑

k,s,ℓ

bj−kσk−sσs−ℓσℓ + 2ubj+1 + 2u
∑

k

bj−kσk +

+ vx
∑

k

bj−kbk + vδj,−1+ vσj+ 2bj,xxx+ 6bj+1,xx+ 6
∑

k

bj−k,xxσk+ 6
∑

k

bj−k,xσk,x+

+ 6bj+2,x + 12
∑

k

bj+1−k,xσk + 6
∑

k,s

bj−k,xσk−sσs + 3bj+3 + uxbj + ubj,x = 0,

(5)

де j, k, s, ℓ ∈ Z+. Розв’язуючи послiдовно систему рiвнянь (5), знаходимо

b0 = 0, σ0 = 0, b1 = 0, σ1 = −
1

3
u, b2 = −

1

3
v, σ2 =

1

3
ux,

b3 =
2

3
vx, σ3 =

1

18
v2 −

1

18
u2 −

1

3
uxx, b4 = −

2

3
vxx, σ4 =

2

9
uux −

1

9
vvx +

1

3
uxxx,

b5 = −
2

9
uvx, σ5 =

1

54
uv2 −

1

54
u3 −

5

18
u2x −

1

3
uuxx +

1

9
vvxx −

1

3
uxxxx,

b6 =
1

27
v3 +

2

3
uxvx +

8

9
uvxx +

4

3
v5x,

σ6 = uxuxx +
4

9
uuxxx −

1

9
vxvxx −

1

9
vvxxx +

4

27
u2ux −

2

27
uvvx −

1

27
uxv

2 +
1

3
u5x,

σ7 =−
1

3
u6x−

5

9
uuxxxx +

1

9
vvxxxx−

14

9
uxuxxx +

2

3
vxvxxx +

1

3
v2xx−

19

18
u2xx +

1

18
v2uxx−

−
5

18
u2uxx +

2

9
uv2x−

25

54
uu2x +

5

27
vvxux +

1

9
uvvxx +

1

108
u2v2−

5

648
u4−

1

216
v4, . . .

(6)
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i т. д. Локальним функцiоналам σj, j ∈ Z+ (6) вiдповiдають закони збереження γj =

=
2π∫
0

dxσj [u, v], j ∈ Z+, першi чотири з яких мають вигляд

γ1 = −
1

3

2π∫

0

udx, γ3 =
1

18

2π∫

0

(v2 − u2) dx, γ5 =
1

54

2π∫

0

(uv2 − u3 + 3u2x − 6v2x) dx,

γ7 =

2π∫

0

(
−

5

648
u4−

1

216
v4 +

1

108
u2v2 +

5

54
uu2x−

1

18
u2xx−

2

9
v2xx +

1

9
uv2x +

1

54
v2uxx

)
dx.

(7)

Тут γ2j = 0, j ∈ Z+. Закони збереження (7) за побудовою [3, 4] є функцiонально незалеж-
ними. Випишемо, користуючись формулою

grad γj =

(
δγj
δu

,
δγj
δv

)⊺

,

j ∈ Z+, градiєнти функцiоналiв (7):

grad γ1 =

(
−
1

3
, 0

)⊺

, grad γ3 =
(−u, v)⊺

9
,

grad γ5 =
(v2 − 3u2 − 6uxx, 2uv + 12vxx)

⊺

54
,

grad γ7 =

(
−

5

162
u3 +

1

54
uv2 −

5

54
u2x +

4

27
v2x −

5

27
uuxx +

1

27
vvxx −

1

9
uxxxx,

−
1

54
v3 +

1

54
u2v −

2

9
uxvx −

2

9
uvxx +

1

27
vuxx −

4

9
vxxxx

)⊺

.

(8)

3. Iмплектичнi оператори. Покажемо, що динамiчна система (1) бiгамiльтонова, тоб-
то справедливi рiвностi

wt = −ϑ gradHϑ = −η gradHη = K[w]. (9)

Для знаходження iмплектичних операторiв {ϑ, η} : T ∗(M) → T (M) у явному виглядi ско-
ристаємося рiвнянням нетеровостi [3–5]

B′K −BK
′
∗ −K ′B = 0, B ∈ {ϑ, η}, (10)

та асимптотичним методом малого параметра [12, 13, 15]. Будемо вважати, що елемент
w = (u, v)⊺ ∈ M має перший порядок малостi вiдносно малого параметра ε → 0; u =
= εu(1), v = εv(1). Тому зображуючи B i K за допомогою розвинень B = B0 + εB1 + · · · ,

K = εK(1) + ε2K(2), де K
′(j+1) = K ′

j ,
d

dt
=

d

dt0
+ ε

d

dt1
+ · · · , та пiдставляючи данi вирази

у рiвняння (10) для першої компоненти ϑ : T ∗(M) → T (M) i прирiвнюючи коефiцiєнти при
однакових степенях малого параметра ε, знаходимо

ϑ0K
′
∗

0 +K ′

0ϑ0 = 0, (11)
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dϑ1

dt0
= ϑ0K

′
∗

1 + ϑ1K
′
∗

0 +K ′

0ϑ1 +K ′

1ϑ0, (12)

dϑ2

dt0
= −

dϑ1

dt1
+ ϑ2K

′
∗

0 + ϑ1K
′
∗

1 +K ′

1ϑ1 +K ′

0ϑ2, . . . , (13)

де

K ′

0 =

(
∂3 0

0 −2∂3

)
, K

′
∗

0 =

(
−∂3 0

0 2∂3

)
,

K ′

1 =

(
∂u(1) −∂v(1)

−v(1)x −u(1)∂

)
, K

′
∗

1 =

(
−u(1)∂ −v(1)x

v(1)∂ ∂u(1)

)
.

Зауважимо, що мають мiсце рiвностi
d

dt0
ϑ0 =

d

dt1
ϑ0 = · · · =

d

dtm
ϑ0 = · · · = 0. Помноживши

рiвняння (11)–(13) на вектор ϕ(0) ∈ T ∗(M), що задовольняє вiдповiдне рiвняння Лакса (2)
при u = v = 0

d

dt0
ϕ(0) +K

′
∗

0 ϕ(0) = 0, (14)

послiдовно знаходимо

d

dt0
(ϑ0ϕ

(0)) = K ′

0(ϑ0ϕ
(0)), (15)

d

dt0
(ϑ1ϕ

(0))−K ′

0(ϑ1ϕ
(0)) = ϑ0(K

′
∗

1 ϕ(0)) +K ′

1(ϑ0ϕ
(0)), (16)

d

dt0
(ϑ2ϕ

(0))−K ′

0(ϑ2ϕ
(0)) = ϑ1(K

′
∗

1 ϕ(0)) +K ′

1(ϑ1ϕ
(0))− (ϑ′

1K
(2))ϕ(0), . . . , (17)

де

K(2) =
(
u(1)u(1)x − v(1)v(1)x ,−u(1)v(1)x

)⊺
.

Враховуючи 2π-перiодичнiсть многовиду M , для знаходження розв’язкiв рiвняння (15)–
(17) скористаємось розвиненням у ряд Фур’є. Запишемо елементи w(1) = (u(1), v(1))⊺ ∈ M ,

ϕ(0) = (ϕ
(0)
1 , ϕ

(0)
2 )⊺ ∈ T ∗(M) так:

ϕ
(0)
1 =

∑

k∈Z

ϕ
(0)
1,k exp(kx+ k3t0), ϕ

(0)
2 =

∑

k∈Z

ϕ
(0)
2,k exp(kx− 2k3t0),

u(1) =
∑

k∈Z

u
(1)
1,k exp(kx+ k3t0), v(1) =

∑

k∈Z

v
(1)
1,k exp(kx− 2k3t0).

(18)

Числа u
(1)
1,k, v

(1)
1,k, ϕ

(0)
1,k, ϕ

(0)
2,k ∈ C є постiйнi i довiльнi. При отриманнi розв’язкiв (18) ми

скористалися вiдповiдно рiвностями (14) i

(
u
(1)
t0

, v
(1)
t0

)⊺
= K ′

0

(
u(1), v(1)

)⊺
. (19)
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Пiдставляючи послiдовно розвинення (18) у рiвняння (15)–(17) i розв’язуючи їх у явному
виглядi методом Фур’є, знаходимо шуканий iмплектичний оператор ϑ : T ∗(M) → T (M)

ϑ =



∂3 +

1

3
(u∂ + ∂u)

1

3
(v∂ + ∂v)

1

3
(v∂ + ∂v) 2∂3 +

1

3
(u∂ + ∂u)


 . (20)

В роботi [9, с. 1099] знайдено обернений iмплектичний оператор J(ũ, ϕ) : T (M) → T ∗(M)
для системи типу (1), а саме

ũt̃ =
1

2
ũxxx + 3ũũx − 3ϕϕx,

ϕt̃ = −ϕxxx − 3ũϕx



 = K[ũ, ϕ]. (21)

Система (21) замiною

t̃ = 2t, ũ = k1u, ϕ = k2v (22)

зводиться до дослiджуваної системи (1) при k1 = k2 = 1/6. Враховуючи замiну (22), обер-
нений iмплектичний оператор J(ũ, ϕ) у [9]

J(ũ, ϕ) =

(
∂ + 2∂−1ũ+ 2ũ∂−1 −2∂−1ϕ

−2ϕ∂−1 −2∂

)

при ũ = k1u = u/6, ϕ = k2v = v/6 має вигляд



∂ +

1

3
∂−1u+

1

3
u∂−1 −

1

3
∂−1v

−
1

3
v∂−1 −2∂


 = η−1 (23)

i збiгається з оберненим iмплектичним оператором для системи (1). Використовуючи фор-
мули ηn = ϑ(η−1ϑ)n, n ∈ Z [3, 9], отримуємо другий iмплектичний оператор при n = 1:

η1 = η = ϑ(η−1ϑ),

де ϑ, η−1 визначаються вiдповiдно виразами (20), (23). Враховуючи вирази (8), робимо
висновок: система (1) має бiгамiльтонiв вигляд (9), де гамiльтонiани Hϑ, Hη ∈ D(M) ви-
значаються рiвностями

Hϑ = 18γ3 =

2π∫

0

(v2 − u2) dx, (24)

Hη = 648γ7 =

2π∫

0

(−5u4−3v4+6u2v2+60uu2x+36u2xx−144v2xx+72uv2x+12v2uxx) dx. (25)

Безпосередньою перевiркою переконуємось, що оператори ϑ, η ∈ T ∗M → T (M) iмплектичнi,
нетеровi i узгодженi, тобто оператор Λ = η−1ϑ дiйсно наслiдково рекурсiйний i для нього
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виконується тотожнiсть grad γj+4 = Λgrad γj, для всiх j ∈ Z+. На основi цiєї тотожностi
маємо, що

λ4ϑ grad γ(λ) = η grad γ(λ),

де γ(λ) =
2π∫
0

σ(x, λ) dx — породжуюча функцiя законiв збереження (7), а λ4 ∈ C — влас-

нi значення рекурсiйного оператора Λ = η−1ϑ : T ∗(M) → T ∗(M) при |λ| → ∞. Звiдси
отримуємо, що для всiх j, k ∈ Z+

{γj , γk}ϑ = 0 = {γj , γk}η,

тобто закони збереження (7) знаходяться в iнволюцiї вiдносно обох дужок Пуассона на
многовидi M .

Теорема 1. Динамiчна система (1) — бiгамiльтонова, тобто її можна зобразити
у виглядi (9), де Hϑ, Hη ∈ D(M) — функцiонали Гамiльтона (24), (25) на многовидi
M ⊂ C∞

2π(R;R
2); ϑ, η — пара iмплектичних операторiв вигляду (20), (23) вiдповiдно, що

факторизує оператор Λ.
Наслiдок. При умовi попередньої теореми всi оператори ϑ(n) = ηΛn, n ∈ Z, є iмплек-

тичними.
4. Зображення типу Лакса. Покажемо, що динамiчна система (1) має стандартне

зображення типу Лакса, що дає змогу проiнтегрувати його методом оберненого спектраль-
ного перетворення [5, 13] у явному виглядi.

Нехай L[u, v;λ] — оператор типу Лакса, зображений у (m × m)-матричному виглядi,
m ∈ Z+:

L =
d

dx
−A[u, v;λ], (26)

trA[u, v;λ] = 0, (27)

де A[u, v;λ] — локальний матричнозначний гладкий функцiонал на M , що залежить вiд
спектрального параметра λ ∈ C. Тодi для градiєнта вигляду ϕ(λ) = grad trS(x0;λ), де
S(x0;λ), x0 ∈ R, — матриця монодромiї, справедливе спiввiдношення

λ4ϕ(λ) = Λϕ(λ). (28)

При цьому, як вiдомо [5, 12], вiдповiдна матриця монодромiї задовольняє рiвняння Новiкова–
Лакса

dS

dx
= [A, S], (29)

яке є основним спiввiдношенням для аналiтично-алгебраїчного зображення Лакса (26) у яв-
ному виглядi. На основi спiввiдношення (28) та градiєнтно-голономного алгоритму [5, 12,
13, 15] стверджуємо, що зображення Лакса (26) для динамiчної системи (1) iснує. Поря-
док m ∈ Z+ матрицi A[u, v;λ] визначається за формулою: m(m + 1)/2 > dimT ∗(M) ×
× eff deg Λ = 10, де eff deg Λ ∈ Z+ є ефективним диференцiальним степенем рекурсiйного
оператора Λ. У нашому випадку мiнiмальний порядок m шуканої матрицi A дорiвнює 4.
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Реалiзацiя цих властивостей на основi градiєнтно-голономного алгоритму [5, 12–14] приво-
дить до прямого алгебро-аналiтичного методу побудови невiдомої матрицi A[u, v;λ] в (26)
з властивiстю (27) i, тим самим, явного зображення типу Лакса для (1). Беручи до уваги
спiввiдношення (26), (27), з (28) i (29) знаходимо такi рiвностi:

λ4 trS

(
([[B,A],Ax] + [Bx,Ax] + 2[[B,A]x,A] + 2[Bxx,A] + [B,A]xx +Bxxx)ux −

− ([[B,A],A]+[Bx,A]+[B,A]x+Bxx)uxx+

(
2

3
u[B,A]+

2

3
uxB+

2

3
uBx

)
ux −

−
1

3
uuxxB +

1

3
Bu2x −

1

3
uxxB −

(
1

3
vxC +

1

3
v[C,A] +

1

3
vCx

)
ux −

1

3
uxxvC

)
=

= trS(([[Au,A],A] + [Au,A]x)ux − uxx[Au,A]),

λ4 trS

(
−
1

3
v2B− 2([[C,A],A]+ Cx)v+ 2([C,A]x+ Cxx)vx

)
= trS([Av,A]+ vxAv),

(30)

де

B = [Au,Axx] + 4[A,Ax]Au +
1

3
uxAu +

2

3
u[Au,A] +

1

3
vxAv +

2

3
v[Av,A],

C = 2[Av,Axx] + 8[A,Ax]Av +
1

3
uxAu +

2

3
u[Au,A] +

1

3
uxAv +

2

3
u[Av,A].

При отриманнi рiвностей (30) ми врахували, що
∂

∂x
Au = 0,

∂

∂x
Av = 0, оскiльки матриця

A не мiстить перших похiдних. Значить, матрицi Au, Av можуть залежати лише вiд пара-
метра λ i не залежать вiд елемента (u, v) ∈ M , а також згiдно з (20) i (23) мають мiсце
спiввiдношення

A[u, v;λ] = A(u, v;λ), (31)

λ4(η−1ϑ) tr(Sa[A]) = tr(Sa[A]), (32)

де, за визначенням, a[A] = (Au, Av)
⊺.

Вибираючи матрицю A[u, v;λ] у загальному виглядi

A(u, v;λ) = {aij(u, v;λ) : i, j = 1, 4},

iз (30)–(32) знаходимо за допомогою досить простих, але дещо громiздких алгебраїчних
обчислень шуканi елементи матрицi: a11 = 0, a12 = −u+ v, a13 = 0, a14 = 1, a21 = 1, a22 = 0,
a23 = 0, a24 = 0, a31 = 0, a32 = λ4, a33 = 0, a34 = −u− v, a41 = 0, a42 = 0, a43 = 1, a44 = 0.

Тобто L-оператор в (26) має вигляд

L =
d

dx
−




0 −u+ v 0 1
1 0 0 0

0 λ4 0 −u− v
0 0 1 0


 . (33)

Теорема 2. Нелiнiйна динамiчна система (1) має стандартне зображення типу Лакса
з L-оператором (33) i є цiлком iнтегровною за Лiувiллем–Лаксом.
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Знайдене зображення типу Лакса дозволяє знайти за допомогою методу оберненої задачi
розсiяння точнi розв’язки динамiчної системи (1), зокрема скiнченнозоннi i солiтоннi.
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M.O. Starchak, M.M. Prytula

Full integrability of a nonlinear Korteweg–de Vries-type

hydrodynamical system

A nonlinear Korteweg–de Vries-type hydrodynamical system is studied. An infinite hierarchy of

functionally independent conservation laws in involution is constructed, and the corresponding

compatible pair of implectic operators proving the bi-Hamiltonian integrability of the system under

study is found. Based on the gradient-holonomic algorithm, an explicit Lax-type representation is

constructed.
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