
УДК 539.3

© 2011

Л.В. Мольченко, М. В. Нарольський

Вплив стороннього струму на деформацiю гнучких

кiльцевих пластин змiнної жорсткостi в магнiтному полi

(Представлено академiком НАН України Я.М. Григоренком)

Розглядається вплив змiнного стороннього струму на напружено-деформiвний стан

гнучкої кiльцевої пластини змiнної жорсткостi. Проводиться аналiз електромагнiтних

ефектiв кiльцевої пластини змiнної жорсткостi за двома напрямками пiд дiєю неста-

цiонарного магнiтного поля в геометрично нелiнiйнiй постановцi. Наводяться чисельнi

приклади i графiки, якi iлюструють вплив змiни стороннього струму на напружено-де-

формiвний стан кiльцевої пластини.

У сучаснiй технiцi, фiзичних та електротехнiчних експериментальних установках широко
використовуються елементи, якi знаходяться в електромагнiтних полях рiзноманiтного по-
ходження. Дiя магнiтних полiв на металевi тонкостiннi елементи зумовлює появу об’ємних
електродинамiчних сил, якi можуть при вiдповiдних параметрах полiв викликати вели-
кi деформацiї конструкцiй. Iз застосуванням iнновацiйних технологiчних процесiв створенi
матерiали з новими електромагнiтними властивостями. Цi матерiали ефективно використо-
вуються у рiзних галузях, експлуатацiя яких пов’язана з навантаженнями в умовах взаємо-
дiї електромагнiтних i механiчних полiв. В зв’язку з цим особливу увагу викликають задачi
механiки взаємодiї електромагнiтних полiв з тонкими пружними тiлами. Зокрема задачi
взаємодiї електромагнiтного поля з струмонесучими тонкими пластинами та оболонками.
Вивченню подiбних питань були присвяченi роботи [1–4].

Часто взаємодiя електромагнiтного поля з пружною пластиною вiдбувається при наяв-
ностi стороннього електричного струму. В цьому випадку отримуємо задачу електромагнi-
топружностi. Задачi, пов’язанi з урахуванням стороннього струму, в загальному випадку
досить складнi, однак вони значно спрощуються для тонких тiл. Цi процеси описуються
класом нелiнiйних крайових задач для тонкостiнних пластин. Надалi будемо розглядати
деформацiю гнучкої кiльцевої пластини змiнної жорсткостi у двох напрямках при дiї зов-
нiшнього магнiтного поля i стороннього електричного струму.

Постановка задачi. В роботi проводиться аналiз впливу стороннього струму на на-
пружено-деформiвний стан кiльцевої пластини змiнної жорсткостi.

Розглядається iзотропна пружна пластина в геометрично-нелiнiйнiй постановцi, виго-
товлена з матерiалу з скiнченною провiднiстю i яка знаходиться в зовнiшньому магнiтному
полi з заданим вектором напруженостi ~H0. Крiм того, пластина є провiдником рiвномiрно
розподiленого стороннього електричного струму густиною ~Jст.

За координатну площину вибираємо серединну площину, яка вiднесена до полярної сис-
теми координат r, θ. Координата γ вiдраховується по нормалi до серединної площини. Тов-
щина пластини змiнюється за двома напрямками, тобто h = h(r, θ).

Вибираємо за розв’язуючi функцiї u, v, w, ϑr, Nr, S, Mr, Q̂r, Eθ, Bγ в якостi шуканих.
Пiсля вiдповiдних перетворень, враховуючи, що для пластини кривизни дорiвнюють ну-
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лю, iз загальних рiвнянь для оболонок [5, 6] отримуємо розв’язувальну систему нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних зi змiнними коефiцiєнтами у виглядi [7, 8]:
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де Nr — зусилля стиску — розтягу; S — зсувне зусилля; Q̂r — узагальнене поперечне зу-
силля; Mr — згинаючий момент; u, v, w — компоненти перемiщень; Eθ — колова складова
напруженостi електричного поля; Bγ — нормальна складова магнiтної iндукцiї; B±

r , B±

θ —
вiдомi складовi магнiтної iндукцiї на поверхнi оболонки; σ — електрична провiднiсть; µ —
магнiтна проникнiсть; h = h(r, θ) — товщина пластини; E — модуль Юнга; ν — коефiцiєнт
Пуассона.

Компоненти сили Лоренца задаються спiввiдношеннями [5]:

ρF∧

r = hJ(θ)стBγ + σhEθBγ + σh

{
0,5

∂w

∂t
(B+

r +B−

r )Bγ −

−
∂u

∂t
B2

γ −
∂u

∂t

[
0,25(B+

θ +B−

θ )
2 +

1

12
(B+

θ −B−

θ )
2

]
+

+
∂v

∂t

[
0,25(B+

r +B−

r )(B
+
θ +B−

θ ) +
1

12
(B+

r −B−

r )(B
+
θ −B−

θ )

]}
,

ρF∧

θ = −hJ(r)стBγ −
h

rµ

∂Bγ

∂θ
Bγ + σh

{
∂u

∂t

[
0,25(B+

r +B−

r )(B
+
θ +B−

θ ) +

+
1

12
(B+

r −B−

r )(B
+
θ −B−

θ )

]
−

∂v

∂t

[
0,25(B+

θ +B−

θ )
2 +

1

12
(B+

θ −B−

θ )
2

]}
−

−
B+

θ −B−

θ

µ
Bγ ,

ρF∧

γ = 0,5h

[
J(r)ст(B

+
θ +B−

θ )− J(θ)ст(B
+
r +B−

r )

]
+

h

2rµ

∂Bγ

∂θ
(B+

θ +B−

θ )−

− 0,5σEθ(B
+
r +B−

r ) + σh

{
0,5

∂u

∂t
(B+

r +B−

r )Bγ −
∂w

∂t
[0,25(B+

r +B−

r )
2 +

+
1

12
(B+

θ −B−

θ )
2 +

1

12
(B+

r −B−

r )
2]

}
+

B+2
θ −B−2

θ

µ
.

(2)

У векторному виглядi система (1) матиме вигляд:
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Додаючи до системи диференцiальних рiвнянь (3) початковi
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та граничнi умови

B1
~N(r0, t) = ~b1, B2

~N(rN , t) = ~b2, (5)

отримуємо крайову задачу для гнучких iзотропних круглих пластин змiнної жорсткостi
в магнiтному полi, де ~N = {u, v, w, ϑr , S,Nr, Q̂r,Mr, Eθ, Bγ}

T ; ~F — нелiнiйна вектор-функ-

цiя; B1, B2 — прямокутнi матрицi; ~b1, ~b2 — вiдомi вектори.
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В подальшому крайова задача (3)–(5) розв’язується чисельно, згiдно з методикою, стис-
ло описаною нижче та в роботi [9]. Розв’язок крайових задач магнiтопружностi пов’язаний
iз значними обчислювальними труднощами. Це пояснюється тим, що розв’язуюча система
рiвнянь є системою диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних десятого порядку зi
змiнними коефiцiєнтами.

Методика розв’язання. Методика розв’язання задач магнiтопружностi кiльцевих
пластин змiнної жорсткостi базується на послiдовному застосуваннi схеми Ньюмарка, ме-
тоду прямих, методу квазiлiнеаризацiї та методу дискретної ортогоналiзацiї.

Для роздiлення змiнних за часовою координатою застосовується неявна схема Нью-
марка iнтегрування рiвнянь магнiтопружностi. Спiввiдношення крокiв рiзницевої схеми за
часом i просторовою координатою зумовлюється критерiєм Куранта. Отриману двовимiр-
ну задачу замiнюємо на одновимiрну за допомогою методу прямих на кожному часовому
кроцi схеми Ньюмарка. Подальше застосування методу квазiлiнеаризацiї зводить нелiнiйну
крайову задачу до послiдовностi лiнiйних крайових задач. На першому за часом кроцi за по-
чаткове наближення в iтерацiйному процесi вибирається розв’язок лiнеаризованої крайової
задачi. На наступних кроках — за початковий вибирається розв’язок, одержаний на попе-
редньому кроцi, що є розв’язком вже нелiнiйної задачi. Вибiр такої схеми iстотно зменшує
кiлькiсть iтерацiй, необхiдних для розв’язання задачi. Потiм кожна з лiнiйних крайових
задач послiдовностi на вiдповiдному часовому кроцi розв’язується чисельно за допомогою
методу дискретної ортогоналiзацiї [10].

Чисельнi результати. Розглянемо задачу про деформiвний стан гнучкої алюмiнiєвої
кiльцевої пластини з внутрiшнiм радiусом r0 та зовнiшнiм r1, товщина якої змiнюється
у двох координатних напрямках за законом

h = h0(1 + α cos θ)

(
1−

2

3

r

r1

)
,

пiд дiєю нормального навантаження

Pγ = P0 sinωt,

в поперечному магнiтному полi Hγ0. Також до пластини пiдводиться стороннiй струм

J(r,θ)ст = J0 sinωt.

Контури пластини задовольняють такi граничнi умови:

u = v = 0, Q̂r = 0, Mr = 0, Bγ = Bγ0 sinωt при r = r0,

u = v = w = 0, Mr = 0, Bγ = 0 при r = r1.

Параметри пластини i матерiалу вибираємо такi:

h0 = 1 · 10−3 м, r0 = 0,49 м, r1 = 0,86 м, E = 7,1 · 1010 Н/м2,

ν = 0,34, σ = 3,63 · 107 (Ом · м)−1, µ = 1,256 · 10−6 Гн/м,

ω = 314,16 с−1, ρ = 2670,3 кг/м3.

Розв’язок задачi визначався на iнтервалi часу τ = 10−2 c, крок iнтегрування за часом
вибирався рiвним ∆t = 10−3 с. Внаслiдок симетрiї по θ навантажень i товщини пластини
задача розв’язувалася на iнтервалi [0, π].
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 3 Рис. 4

Вважається також, що стороннiй електричний струм у незбуреному станi рiвномiрно
розподiлений по пластинi (густина струму не залежить вiд координат) i має напрямок,
паралельний серединнiй площинi пластини.

На рис. 1 та 2 показано розподiл прогину W/h0 при t = 0,01 с для J(θ)ст = 2,98 ·105 sinωt

i J(θ)ст = −3,06 · 106 sinωt вiдповiдно, J(r)ст = 0, P0 = 200 Н/м2, Bγ0 = 0,1 Тл. Лiнiї 1–3
вiдповiдають значенням колової координати θ = 0; π/2; π. Крок за радiальною координатою
∆r = 0,037 м.

Згiдно з результатами, наведеними на рис. 1, максимальний безрозмiрний прогин плас-
тини для колової координати θ = π досягає значень W/h0 = 3,8 та W/h0 = 3 на рис. 2. При
значеннi θ = π/2 прогин на рис. 1, 2 змiнюється приблизно однаково. При θ = 0, у вiдповiд-
ностi з результатами, наведеними на рис. 1, прогин майже мiнiмальний, на рис. 2 — прогин
iстотно нелiнiйний. Виходячи з цих результатiв, можемо оцiнити вплив колової складової
стороннього струму при протилежних її напрямках.

На рис. 3 та 4 показано розподiл прогину W/h0 при t = 0,01 c для J(r)ст = 2,50 ·102 sinωt

i J(r)ст = −3,47 · 103 sinωt вiдповiдно, J(θ)ст = 0, при попереднiх значеннях параметрiв
навантаження. Лiнiї 1–3 вiдповiдають значенням колової координати θ = 0; π/2; π. Крок
за радiальною координатою ∆r = 0,037 м.

Результати максимальних безрозмiрних величин прогину при дiї на пластину радiальної
складової стороннього струму наведенi на рис 3, 4. На рис. 3 результати є нелiнiйними для
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всiх розглянутих значень колової координати, на рис. 4 при протилежному максимальному
значеннi радiального стороннього струму прогин пластини лiнiйний. Тобто при додатно-
му напрямку стороннього струму складовi сили Лоренца, залежнi вiд стороннього струму
i магнiтного поля, набувають однакових знакiв. У випадку протилежного напрямку сто-
роннього струму вони мають протилежнi знаки.

Таким чином, у роботi розглянуто вплив змiнного стороннього струму на напружено-
деформiвний стан гнучкої кiльцевої пластини змiнної жорсткостi пiд дiєю нестацiонарного
магнiтного поля. Проведено аналiз електромагнiтних ефектiв кiльцевої пластини змiнної
жорсткостi за двома напрямками пiд дiєю нестацiонарного магнiтного поля в геометрично
нелiнiйнiй постановцi. Наведено чисельнi приклади i графiки для кiльцевої пластини, якi
iлюструють вплив стороннього струму на напружено-деформiвний стан та пiдтверджують
застосовнiсть описаного методу до розв’язання задач такого типу.
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Influence of extraneous current on the deformation of flexible annular

plates of variable stiffness in magnetic field

The influence of an alternating extraneous current on a stress-strain state of flexible annular plates

of variable stiffness is considered. The electromagnetic effects in the annular plate of variable stiff-

ness in two directions under the influence of a non-stationary magnetic field in the geometrically

nonlinear formulation are analyzed. Numerical examples and graphics illustrate the effect of chan-

ging the extraneous current on the stress-strain state of a circular plate.
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