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Про одну змiшану систему рiвнянь типу Тимошенка

коливань пластин в полярних координатах

Систему рiвнянь типу Тимошенка коливань пластин в полярних координатах вперше

наведено в операторнiй гамiльтоновiй формi шести рiвнянь за радiальною координатою.

Застосуванню гамiльтонового формалiзму в теорiї згинальних коливань пластин присвя-
ченi роботи [1–4]. В [2] формалiзм Гамiльтона реалiзований у кiрхгофовiй теорiї коливань
пластин в полярних координатах в її серединнiй площинi. Нижче систему рiвнянь типу
Тимошенка поперечних коливань пластин в полярних координатах вперше перетворено до
змiшаної системи шести рiвнянь в операторнiй канонiчнiй формi за радiальною координа-
тою.

В теорiї типу Тимошенка поперечних коливань тонкої пластини в полярних координатах
r, θ в її серединнiй площинi згинальнi Mrr i Mθθ та крутильний Mrθ моменти, перерiзуючi
сили Qr, Qθ, прогин w i кути повороту нормалi ψr, ψθ пов’язанi рiвняннями коливань
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в яких врахованi формули для деформацiй. В залежностях (1), (2) ρ, E, ν, G13 = G23 6=
6= 2(1− ν)E — густина, модуль Юнга, коефiцiєнт Пуассона, модулi зсуву матерiалу; D =
= I1E/(1− ν

2) — згинальна жорсткiсть; B3 = kGG13h = kGG23h — зсувна жорсткiсть; kG —
коефiцiєнт зсуву; h — товщина пластини; I1 = h3/12 — момент iнерцiї поперечного перерiзу
на одиницю довжини.
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Згiдно з роботами [2, 5, 6], запишемо систему (1), (2) в операторнiй нормальнiй формi
Кошi за радiальною координатою r
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(3)

Згинальний Mrr i крутильний Mrθ моменти, перерiзуюча сила Qr, прогин w i кути пово-
роту нормалi ψr i ψθ при досконалому механiчному контактi залишаються неперервними
на перерiзах r = const розриву механiчних характеристик пластини. Функцiї rMrr, ψθ, w,
ψr, rMrθ, rQr вибираємо за основнi розв’язуючi функцiї i вiдповiдним чином перетворимо
одержану систему (3).

З цiєю метою з системи (3), користуючись двома невикористаними з рiвнянь (1) та (2),
виключаємо Mθθ i Qθ. Виразимо згинальний момент Mθθ i перерiзуючу силу Qθ через основ-
нi розв’язуючi функцiї rMrr, ψθ, w, ψr
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Пiсля вiдповiдних перетворень рiвнянь (3) одержимо систему змiшаних рiвнянь теорiї типу
Тимошенка коливань пластини в полярних координатах в операторнiй нормальнiй формi
Кошi
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вiдносно основних функцiй rMrr, ψθ, w, ψr, rMrθ, rQr.
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Покажемо, що система (4) є операторною гамiльтоновою системою [7] за просторовою
координатою r
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Для цього “канонiчнi” змiннi qi, pi i операторну функцiю Гамiльтона вiзьмемо у виглядi
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де елементи операторних симетричних матриць P̂ij , Q̂ij i ненульовi елементи операторної

матрицi R̂ij мають такi значення:
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В операторному виразi (7) i виконаннi диференцiювання в (6) оператори (8) P̂ij , Q̂ij,

R̂ij вважаються сталими величинами. В результатi такої процедури з (6) одержимо рiвнян-
ня (5). Це i доводить, що система (5) є операторною гамiльтоновою системою за просто-
ровою координатою r.

Коефiцiєнти системи (5), а значить i рiвнянь (1), (2), можуть бути довiльними функцi-
ями координати r з розривами першого роду.

Функцiї Mθθ i Qθ, якi не ввiйшли в систему (5), визначаються через основнi розв’язуючi
функцiї за формулами (4).

Операторну гамiльтонову систему (5) можна одержати з “iзохронної” варiацiї функцiо-
нала
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При варiюваннi функцiонала оператори P̂ij = P̂ji, Q̂ij = Q̂ji, R̂ij слiд вважати замороже-
ними (сталими) i переставними з варiацiями

δ(P̂ij , Q̂ij , R̂ij)ambn = (P̂ij , Q̂ij , R̂ij)(amδbn + bnδam) =

= δbn(P̂ij , Q̂ij , R̂ij)am + δam(P̂ij , Q̂ij, R̂ij)bn. (10)

Таким чином, в данiй роботi система рiвнянь типу Тимошенка коливань пластин в по-
лярних координатах вперше перетворена до змiшаної системи шести рiвнянь в операторнiй
гамiльтоновiй формi за радiальною координатою. При гармонiчних коливаннях f(r, θ, t) =
= Re fa(r, θ) exp iωt ця система стає системою звичайних диференцiальних рiвнянь в га-
мiльтоновiй формi за просторовою координатою вiдносно амплiтудних значень польових
функцiй.

1. Шульга М.О. О гамильтоновом формализме в теории типа Тимошенко изгиба пластин // Теорет. и
прикл. механика. – 2009. – Вып. 45. – С. 3–7.

2. Шульга М.О. Про одну змiшану систему рiвнянь поперечних коливань пластин в полярних коорди-
натах // Доп. НАН України. – 2011. – № 5. – С. 78–81.

3. Шульга О.М. Построение решений уравнений колебаний классической теории пластин с периодиче-
скими по одной координате параметрами // Теорет. и прикл. механика. – 1995. – Вып. 25. – С. 109–113.

4. Шульга О.М. Волновые решения уравнений типа Тимошенко поперечных колебаний пластины c
периодическими по одной координате параметрами // Там же. – 1996. – Вып. 26. – С. 105–111.

5. Шульга Н.А. Основы механики слоистых сред периодической структуры. – Киев: Наук. думка, 1981. –
200 с.

6. Шульга В.М. До розв’язку рiвнянь теорiї пружностi в цилiндричних координатах // Доп. НАН
України. – 1998. – № 6. – С. 80–82.

7. Павловський М.А. Теоретична механiка. – Київ: Технiка, 2002. – 512 с.

Надiйшло до редакцiї 19.10.2010Iнститут механiки iм. С.П. Тимошенка

НАН України, Київ

Corresponding Member of the NAS of Ukraine M. O. Shul’ga

About one mixed system of equations of the Tymoshenko type for

vibrations of plates in polar coordinates

The system of six equations of the Tymoshenko type for vibrations of plates in polar coordinates in

the operator Hamilton form in the radial coordinate is first presented.
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