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Запропоновано пiдхiд до побудови узагальнених граничних умов конвективного тепло-

обмiну тiл iз середовищем через тонкi неплоскi покриття, який грунтується на роз-

виненнi функцiї температури за товщиною покриття у ряд Тейлора. Отримано роз-

рахунковi варiанти узагальнених граничних умов з рiзною точнiстю. Також виведено

формули вiдновлення для розподiлу температури за товщиною покриття через гранич-

нi значення температури та її похiдної.

Питання побудови узагальнених граничних умов (УГУ) теплообмiну тiл iз середовищем
через тонкi покриття привертають увагу широкого кола дослiдникiв [1–11]. При виведеннi
таких УГУ для випадку неплоских покриттiв використовується або апрiорне допущення про
постiйний [10] чи лiнiйний [8] розподiл температури за товщиною покриття, або наближене
рiвняння теплопровiдностi тонких оболонок [12, 13], як у роботах [3, 5–7, 11],
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де t — температура покриття; α, β, γ — криволiнiйнi ортогональнi координати; τ — час;
k = (k1 + k2)/2; A, B — коефiцiєнти першої квадратичної форми; k1, k2 — головнi кривини
базисної поверхнi оболонки; a — коефiцiєнт температуропровiдностi матерiалу покриття.

Використання наближеного рiвняння (1) дає можливiсть отримати наближенi УГУ лише
з точнiстю до доданкiв, якi включають лiнiйнi члени за товщиною покриття.

У цiй роботi пропонується пiдхiд, який дає можливiсть будувати УГУ з довiльною точ-
нiстю.
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Постановка задачi. Як вихiдне вiзьмемо таке рiвняння тривимiрної задачi теплопро-
вiдностi для iзотропного покриття [14, 15]:
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Вважаємо, що на границi покриття — середовище має мiсце конвективний теплообмiн за
законом Ньютона

λ
∂t

∂γ
= µ(tc − t) при γ = δ, (4)

мiж покриттям i тiлом виконуються умови iдеального теплового контакту

t = tт, λ
∂t

∂γ
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при γ = 0, (5)

а початкова умова така:

t|τ=0 = t0(α, β, γ). (6)

Тут tт, tс — температура тiла та середовища, вiдповiдно; δ — товщина покриття; λ, λт —
коефiцiєнти теплопровiдностi покриття та тiла; µ — коефiцiєнт тепловiддачi з поверхнi
покриття.

Побудова УГУ. Запишемо розвинення температури у покриттi в ряд Тейлора в околi
γ = 0:
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Пiдставляючи (7) в (5), отримаємо
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Пiдстановка (7) в (3) з урахуванням формул
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З формули (9), прирiвнюючи члени при однакових степенях γ, отримаємо такi спiввiдно-
шення:
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З формул (8) i (11) одержуємо зображення для похiдної n-го порядку функцiї температури
покриття на поверхнi роздiлу тiло — покриття через граничнi значення температури тiла
та її похiдної:
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∣∣∣∣
γ=0

, (12)

де коефiцiєнти cn, dn визначаються за рекурентними спiввiдношеннями
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Пiдстановка виразу (12) у розвинення (7) приводить до такого зображення температури
у покриттi:
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∞∑

m=0

γm

m!

(
cmtт|γ=0 + dm

∂tт
∂γ

∣∣∣∣
γ=0

)
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Пiдставляючи розклад (15) в граничну умову (4) i враховуючи (13), отримуємо при γ = 0:
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Оскiльки спiввiдношення (16) пов’язує граничнi значення температури tт та її похiдної
∂tт/∂γ у тiлi iз значенням температури tс в середовищi, то його можна трактувати як уза-
гальнену граничну умову для визначення температури в тiлi, яка враховує вплив покриття
на перебiг процесу теплопереносу в тiлi.

Розрахунковi варiанти УГУ. Вираз (16) є загальним вихiдним спiввiдношенням для
отримання розрахункових варiантiв УГУ з рiзною точнiстю.

При вiдкиданнi доданкiв в умовi (16), якi мiстять товщину, одержуємо, як частковий
випадок, умову теплообмiну за Ньютоном
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∂tт
∂γ

− µ(tс − tт) = 0. (17)

Якщо обмежитися в (16) лише лiнiйним доданком за товщиною при температурi tт, отри-
маємо

∆̃tт − λт

∂tт
∂γ

+ µ(tс − tт) = Ω
∂tт
∂τ

, (18)

де ∆̃ = Λ∆, а Λ = λδ, Ω = λδ/a — приведенi теплопровiднiсть i теплоємнiсть покриття.
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Для одновимiрного (∆̃ = 0) випадку умова (18) збiгається з умовою, одержаною в [10]
за схемою “зосередженої ємностi”.

Якщо залишити в (16) лише лiнiйнi члени при температурi tт i похiднiй ∂tт/∂γ, мати-
мемо такий варiант УГУ:

∆̃tт − λт

(
1− 2K +

µ

H

)
∂tт
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+ µ(tс − tт) = Ω
∂tт
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. (19)

Тут K = δk — приведена середня кривина; H = λ/δ — теплопроникнiсть покриття.
Вираз (19) збiгається (або еквiвалентний за точнiстю) з вiдповiдними УГУ конвектив-

ного теплообмiну тiл з покриттями, якi були отриманi при застосуваннi iнших пiдходiв
у роботах [3, 6, 7, 11] та у [5] при нехтуваннi теплообмiну випромiненням. Для плоских
(K = 0) покриттiв у випадку одновимiрної (∆̃ = 0) стацiонарної (Ω = 0) теплопровiдностi
УГУ (19) збiгається з ефективною граничною умовою в [2].

Якщо залишити в (16) лiнiйнi члени при температурi tт i квадратичнi члени при похiднiй
∂tт/∂γ, отримаємо такий варiант УГУ:
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де K1K2 = δk1δk2 — приведена гауссова кривина оболонки покриття.
Без урахування в (16) степенiв, вищих за квадратичнi, отримуємо такий варiант УГУ:
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де ∆̃1 = 0,5δΛ∆1.
Вiдзначимо, що варiант УГУ (21) не збiгається з вiдповiдними УГУ в [5, 7], оскiльки

за вихiдне спiввiдношення там приймається наближене рiвняння теплопровiдностi (1), хоча
для часткового випадку плоских покриттiв результати збiгаються [1, 7].

Слiд зауважити, що УГУ (18)–(21) мiстять похiднi за часом вiд граничної температури
tт, а УГУ (20), (21) — ще й вiд її похiдної ∂tт/∂γ. З контактних умов (5) i початкової
умови (6) отримаємо

tт|γ=0,τ=0 = t0(α, β, 0),
∂tт
∂γ

∣∣∣∣
γ=0,τ=0

=
λ

λт

∂t0(α, β, γ)

∂γ

∣∣∣∣
γ=0

. (22)

Вирази (22) можуть бути використанi при застосуваннi вiдповiдних УГУ (18)–(21).
Формули вiдновлення. Формула (15) слугує формулою вiдновлення для температур-

ного поля в покриттi пiсля розв’язування вiдповiдної задачi теплопровiдностi в областi тiла
з УГУ.
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Для випадку обмеження лiнiйними членами розкладу в (15) отримуємо

t(γ) = tт|γ=0 + γ
λт

λ

∂tт
∂γ

∣∣∣∣
γ=0

, (23)

а для випадку обмеження квадратичними членами розкладу в (15) —

t(γ) =

(
1 +

γ2

2

(
−∆+

1

a

∂

∂τ

))
tт

∣∣∣∣
γ=0

+γ(1− kγ)
λт

λ

∂tт
∂γ

∣∣∣∣
γ=0

. (24)

Отже, в роботi наведено пiдхiд до побудови узагальнених граничних умов конвективного
теплообмiну тiл iз середовищем через тонкi неплоскi покриття, який грунтується на вико-
ристаннi точного рiвняння теплопровiдностi в покриттi i розвинення функцiї температури
за товщиною покриття в ряд Тейлора. Цей пiдхiд дає можливiсть отримувати розрахунковi
варiанти узагальнених граничних умов з рiзною точнiстю.
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V.A. Shevchuk

On constructing the generalized boundary conditions of convective heat

exchange of bodies with environment via thin nonplanar coatings

An approach to constructing the generalized boundary conditions of convective heat exchange of bo-

dies with the environment via thin nonplanar coatings, which is based on the use of the expansion of

a temperature function in a Taylor series in the coating thickess has been suggested. Computational

variants of generalized boundary conditions with different accuracies have been obtained. Restora-

tion formulas for the temperature distribution over the coating thickness in terms of boundary

values of the temperature and its derivative have also been derived.
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