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Альтернуючий проксимальний алгоритм для задачi
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Розглянуто питання розв’язання дворiвневої опуклої задачi мiнiмiзацiї за допомогою

альтернуючого проксимального алгоритму. При деяких метричних умовах на функцiо-

нал задачi першого рiвня доведено теореми про сильну та слабку збiжнiсть.

В оптимiзацiї та теорiї некоректних задач популярним є такий пiдхiд до розв’язання за-
дач з неєдиним розв’язком [1]: задачi ставлять у вiдповiднiсть до родини збурених задач,
однозначно та коректно розв’язних. Частинний розв’язок початкової задачi одержують як
границю розв’язкiв збурених задач при зменшеннi збурень. Знайденi так частиннi розв’яз-
ки задовольняють певнi додатковi умови, наприклад, мiнiмальнiсть норми нормального
розв’язку оптимiзацiйної задачi, отриманого методом тiхоновської регуляризацiї.

Iншим джерелом задач вигляду

f2(x) → min, x ∈ argmin f1

є метод штрафiв та задачi оптимiзацiї за послiдовно заданими критерiями (лексикографiч-
на, послiдовна або багаторiвнева оптимiзацiя) [2, 3]. Також задачу оптимального керуван-
ня [4]

F (y, u) → min, Ly = Bu

можна переформулювати у виглядi

F (y, u) → min, (y, u) ∈ argmin
(ξ,η)

‖Lξ −Bη‖2.

У даному повiдомленнi розглядається дворiвнева задача опуклої мiнiмiзацiї в гiльбер-
товому просторi. Метою є дослiдження збiжностi схем вигляду
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y∈H
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xn+1 = argmin
y∈H

{

λnαnf1(y) +
1

2
‖y − yn‖

2

}

.

При αn = 1 маємо альтернуючий метод проксимальної декомпозицiї для задачi f1 + f2 →
→ min [5–7].

Основний результат такий: для опуклих напiвнеперервних знизу функцiоналiв f2 та
опуклих напiвнеперервних знизу функцiоналiв f1, що задовольняють деяку метричну умо-
ву, доведено теореми збiжностi (сильної та слабкої) наведеної схеми. У роботi використана
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технiка, розвинута в [5–9]. Усi необхiднi вiдомостi з нелiнiйного та опуклого аналiзу є в ро-
ботах [10–12].

Постановка задачi. Нехай H — дiйсний простiр Гiльберта з скалярним добутком (·, ·)
та нормою ‖ · ‖. Нехай f1, f2 : H → R

⋃

{+∞} — власнi опуклi напiвнеперервнi знизу функ-
цiонали. Будемо вважати, що

argmin f1 6= ∅ та min f1 = 0.

Розглянемо задачу

f2(x) → min, x ∈ argmin f1. (1)

Припустимо, що

0 ∈ int(domf2 − argmin f1).

Тодi задача (1) еквiвалентна включенню

знайти x ∈ H : 0 ∈ ∂f2(x) +Nargmin f1x,

де NMx — нормальный конус замкненої опуклої множини M ⊆ H в точцi x ∈ H, тобто

NMx =

{

{z ∈ H : (z, y − x) 6 0 ∀ y ∈ M}, якщо x ∈ M,

∅, iнакше.

Позначимо через C множину argmin f1, а через S — множину розв’язкiв задачi (1).
Будемо розглядати функцiонали f1, що задовольняють умову
(A1) ∃ k > 0 : f1(x) > k · d2C(x) = k · min

y∈C
‖x − y‖2 ∀x ∈ H.

Має мiсце
Лема 1. Нехай для f1 виконується (A1). Тодi для z ∈ C i w ∈ NCz має мiсце нерiвнiсть

(w, x) − f1(x)− (w, z) 6
1

4k
‖w‖2 ∀x ∈ H.

Доведення. Оскiльки (w, x)−f1(x)−(w, z) 6 f∗

1 (w)−σC(w), то достатньо довести оцiнку

f∗

1 (·) − σC(·) 6
1

4k
‖ · ‖2. Ця оцiнка випливає з однорiдностi опорної функцiї σC , нерiвностi

f∗

1 (·) 6 (k · d2C)
∗(·) = 2k

(

d2C
2

)

∗
(

·

2k

)

та рiвностi

(

d2C
2

)

∗

=

(

‖ · ‖2

2
⊕ χC

)

∗

=
‖ · ‖2

2
+ σC ,

де χC — iндикаторна функцiя множини C; ⊕ — iнфiмальна конволюцiя.
Зауваження 1. Якщо припустити iснування k > 0, p > 1, таких, що

f1(x) > kdpC(x) = kmin
y∈C

‖x− y‖p ∀x ∈ H,
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то для z ∈ C i w ∈ NCz можна довести оцiнку

(w, x) − f1(x)− (w, z) 6
1

q(pk)q−1
‖w‖q ∀x ∈ H,

дe q > 1 та 1/q + 1/p = 1.
Допомiжнi факти. Нехай g : H → R ∪ {+∞} — власний опуклий напiвнеперервний

знизу функцiонал. Проксимальним оператором, асоцiйованим з g, називають оператор H ∋

∋ x 7→ proxgx = argmin
y∈H

{

g(y) +
1

2
‖y − x‖2

}

.

Для доведення збiжностi алгоритму будемо використовувати такi факти.
Лема 2. Нехай обмежена знизу послiдовнiсть (an) та послiдовностi невiд’ємних чисел

(bn) i (cn) такi, що an+1 − an + bn 6 cn (n ∈ N),
∞
∑

n=1
cn < +∞. Тодi iснує lim

n→∞

an ∈ R

i
∞
∑

n=1
bn < +∞.

Лема 3 (Z. Opial, [13]). Нехай H — гiльбертiв простiр; F ⊆ H — непорожня множина;
(xn) — послiдовнiсть точок H. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать F ;
2) для всiх y ∈ F iснує lim

n→∞

‖xn − y‖ ∈ R.

Тодi (xn) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F .
Лема 4 (G.B. Passty, [5]). Нехай H — гiльбертiв простiр; F ⊆ H — непорожня множи-

на; (xn) — послiдовнiсть точок H i xn =
n
∑

k=1

λkxk
/

n
∑

k=1

λk, де (λn) — послiдовнiсть додатних

чисел, така, що
∞
∑

n=1
λn = +∞. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать F ;
2) для всiх y ∈ F iснує lim

n→∞

‖xn − y‖ ∈ R.

Тодi (xn) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F .
Зауваження 2. Леми 3 та 4 дозволяють доводити слабку збiжнiсть послiдовностей без

апрiорного знання границi.
Альтернуючий проксимальний алгоритм. Нехай (λn), (αn) — послiдовностi додат-

них чисел.
Алгоритм 1. Обираємо x1 ∈ H та генеруємо послiдовнiсть елементiв (xn) за допомогою

iтерацiйної схеми

{

yn = proxλnf2
xn,

xn+1 = proxλnαnf1
yn.

Для породжених алгоритмом 1 послiдовностей (xn) та (yn) мають мiсце такi твердження.
Лема 5. Нехай z ∈ C, v ∈ ∂f2(z) + NCz, а точки w∗ ∈ ∂f2(z), w∗∗ ∈ NCz, такi, що

v = w∗ + w∗∗. Тодi виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − yn‖
2 +

1

2
‖xn+1 − yn‖

2 + λnαnf1(xn+1) 6

6 2λn(v, z − xn+1) +
λn

αn

1

k
‖w∗∗‖2 + 2λ2

n‖w
∗‖2. (2)
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Доведення. Оскiльки















yn = argmin
y∈H

{

λnf2(y) +
1

2
‖y − xn‖

2

}

,

xn+1 = argmin
y∈H

{

λnαnf1(y) +
1

2
‖y − yn‖

2

}

,

то xn − yn ∈ λn∂f2(yn), yn − xn+1 ∈ λnαn∂f1(xn+1). З монотонностi оператора ∂f2 випливає
оцiнка

‖xn − z‖2 − ‖yn − z‖2 − ‖xn − yn‖
2 = 2(xn − yn, yn − z) > 2λn(w

∗, yn − z). (3)

З нерiвностi

−f1(xn+1) = f1(z) − f1(xn+1) >
1

λnαn

(yn − xn+1, z − xn+1)

випливає оцiнка

‖yn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn+1 − yn‖
2 = 2(yn − xn+1, xn+1 − z) > 2λnαnf1(xn+1). (4)

Додавши (3) до (4), одержимо

‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − yn‖
2 − ‖xn+1 − yn‖

2
>

> 2λnαnf1(xn+1) + 2λn(w
∗, yn − z).

Маємо

2λn(w
∗, yn − z) = 2λn(w

∗, xn+1 − z) + 2λn(w
∗, yn − xn+1).

Оскiльки

2λn(w
∗, yn − xn+1) = (2λnw

∗, yn − xn+1) > −2λ2
n‖w

∗‖2 −
1

2
‖yn − xn+1‖

2,

то

‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − yn‖
2 −

1

2
‖xn+1 − yn‖

2
>

> 2λnαnf1(xn+1) + 2λn(w
∗, xn+1 − z)− 2λ2

n‖w
∗‖2. (5)

Нерiвнiсть (5) перепишимо у виглядi (використали рiвнiсть v = w∗ + w∗∗)

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − yn‖
2 +

1

2
‖xn+1 − yn‖

2 + λnαnf1(xn+1) 6

6 −λnαnf1(xn+1) + 2λn(w
∗, z − xn+1) + 2λ2

n‖w
∗‖2 =

= 2λn(v, z − xn+1) + λnαn

{(

2w∗∗

αn

, xn+1

)

− f1(xn+1)−

(

2w∗∗

αn

, z

)}

+ 2λ2
n‖w

∗‖2.

Враховуючи лему 1, отримуємо нерiвнiсть (2).
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Лема 6. Для точок z, v, w∗ та w∗∗ з леми 5 виконується нерiвнiсть

−
‖x1 − z‖2

2
n
∑

i=1

λi

6 (v, z − xn+1) +

(

n
∑

i=1

λi

αi

1

2k
‖w∗∗‖2 +

n
∑

i=1

λ2
i ‖w

∗‖2

)

n
∑

i=1

λi

,

де xn =
n−1
∑

i=1
λixi+1

/

n−1
∑

i=1
λi.

Лема 7. Нехай функцiонал f2 сильно опуклий з сталою c > 0. Тодi для єдиного розв’яз-
ку задачi (1) z ∈ H виконується нерiвнiсть

2cλn‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 +

(

λn

αn

1

k
+ 2λ2

n

)

‖w∗‖2, (6)

де w∗ ∈ −∂f2(z)
⋂

NCz.
Доведення. Сильна монотоннiсть оператора ∂f2 [11] замiсть (3) дає оцiнку

‖xn − z‖2 − ‖yn − z‖2 − ‖xn − yn‖
2 = 2(xn − yn, yn − z) >

> 2λn(−w∗, yn − z) + 2cλn‖yn − z‖2.

З нерiвностi (4) випливає

‖xn+1 − z‖2 6 ‖yn − z‖2.

Тому

‖xn − z‖2 − ‖yn − z‖2 − ‖xn − yn‖
2
> 2λn(−w∗, yn − z) + 2cλn‖xn+1 − z‖2.

Повторивши мiркування доведення леми 5, отримаємо нерiвнiсть (6).
Теореми збiжностi. Стосовно послiдовностей (λn) та (αn) зробимо такi припущення:

(A2)

∞
∑

n=1

λn = +∞;

(A3)

∞
∑

n=1

λn

αn
< +∞;

(A4)
∞
∑

n=1

λ2
n < +∞.

Зауваження 3. Наприклад, λn = 1/np, 1/2 < p 6 1, αn = nq, q > 1 − p. Якщо c1/αn 6

6 λn 6 c2/αn, де c1, c2 > 0, то умова (A3) рiвносильна умовi (A4).
Лема 8. Нехай S 6= ∅, виконуються (A1)–(A4). Тодi
1) ∀ z ∈ S ∃ lim

n→∞

‖xn − z‖ ∈ R;

2)

∞
∑

n=1

‖xn − yn‖
2 < +∞;

3)

∞
∑

n=1

‖xn+1 − yn‖
2 < +∞;
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4)

∞
∑

n=1

λnαnf1(xn+1) < +∞.

У випадку сильної опуклостi f2 алгоритм 1 сильно збiгається до єдиного розв’язку за-
дачi (1).

Теорема 1. Нехай функцiонал f2 сильно опуклий, виконуються (A1)–(A4). Тодi пород-
жена алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) cильно збiгається до єдиного розв’язку задачi (1).

Доведення. Нехай z — розв’язок задачi (1), w∗ ∈ −∂f2(z)
⋂

NCz, c > 0 — стала сильної
опуклостi f2. За лемою 7, для n = 1, N маємо

2cλn‖xn+1 − z‖2 6 ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 +

(

λn

αn

1

k
+ 2λ2

n

)

‖w∗‖2.

Просумувавши нерiвностi, одержимо

2c
N
∑

n=1

λn‖xn+1 − z‖2 6 ‖x1 − z‖2 − ‖xN+1 − z‖2 +

(

1

k

N
∑

n=1

λn

αn

+ 2
N
∑

n=1

λ2
n

)

‖w∗‖2 6

6 ‖x1 − z‖2 +

(

1

k

N
∑

n=1

λn

αn
+ 2

N
∑

n=1

λ2
n

)

‖w∗‖2.

Пiсля граничного переходу при N → ∞ маємо

2c
∞
∑

n=1

λn‖xn+1 − z‖2 6 ‖x1 − z‖2 +

(

1

k

∞
∑

n=1

λn

αn

+ 2
∞
∑

n=1

λ2
n

)

‖w∗‖2 < +∞.

З умови (A2) та iснування lim
n→∞

‖xn − z‖ випливає lim
n→∞

‖xn − z‖ = 0.

Для не сильно опуклих функцiоналiв f2 встановлено факт слабкої збiжностi алгорит-
му 1.

З лем 4, 6, 8 та мiркувань роботи [5] випливає слабка збiжнiсть чезарiвських середнiх
послiдовностi (xn).

Теорема 2. Нехай виконуються умови (A1)–(A4). Тодi справедливi твердження:
1) якщо S 6= ∅, то послiдовнiсть чезарiвських середнiх (xn) слабко збiгається до точки

з множини S;
2) якщо S = ∅, то ‖xn‖ → +∞.
Бiльш тонкий аналiз дозволяє довести слабку збiжнiсть послiдовностi (xn). На основi

леми 3 та твердження 1 леми 8 для цього досить показати, що всi слабкi частковi границi
послiдовностi (xn) належать множинi S. Оскiльки функцiонали f1 та f2 cлабко напiвнепе-
рервнi знизу, lim

n→∞

‖xn+1−yn‖ = 0, то останнє випливатиме з такої асимптотичної поведiнки

числових послiдовностей (f1(xn)), (f2(yn)):

lim
n→∞

f1(xn) = 0,

lim sup
n→∞

f2(yn) 6 f2(z) ∀ z ∈ S.

Має мiсце
Теорема 3. Нехай S 6= ∅, виконуються умови (A1)–(A4) та

lim inf
n→∞

αnλn > 0.

Тодi породжена алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) cлабко збiгається до розв’язку задачi (1).
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Т. А. Войтова, C. В. Денисов, В.В. Семенов

Альтернирующий проксимальный алгоритм для задачи

двухуровневой выпуклой минимизации

Рассмотрен вопрос решения двухуровневой выпуклой задачи минимизации при помощи аль-

тернирующего проксимального алгоритма. При некоторых метрических условиях на функ-

ционал задачи первого уровня доказаны теоремы сильной и слабой сходимости.

Т. А. Voitova, S.V. Denisov, V. V. Semenov

Alternating proximal algorithm for the problem of bilevel convex

minimization

We consider a solution of the bilevel convex minimization problem by the alternating proximal

algorithm. Under certain metric conditions for the functional of the first-level problem, the strong

and weak convergence theorems are proved.
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