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Задача Кошi для сингулярних еволюцiйних рiвнянь

з необмеженими за часом коефiцiєнтами

(Представлено академiком НАН України М.О. Перестюком)

Побудовано новi класи псевдодиференцiальних операторiв, розвинуто теорiю задачi Кошi

для еволюцiйних рiвнянь з такими операторами та початковими даними з просторiв

узагальнених функцiй типу розподiлiв.

Як вiдомо, багато рiзних операторiв формально можна подати у виглядi A =
= J−1

σ→x[a(t, x;σ)Jx→σ ], де J , J−1 — певнi iнтегральнi перетворення (Фур’є, Бесселя, Фур’є–
Бесселя, Фур’є на пiвосi та iн.), визначенi в тому чи iншому просторi. Значна кiлькiсть
праць присвячена вивченню властивостей оператора A, а також дослiдженню еволюцiйних
рiвнянь з оператором A у випадку, коли J = F , де F — перетворення Фур’є. Функцiя a на-
зивається символом оператора A. До вказаного класу операторiв належать диференцiальнi
оператори, оператори дробового диференцiювання та iнтегрування, оператори згортки то-
що. Властивостi оператора A iстотно залежать вiд символу цього оператора. Важливими
в застосуваннi (у теорiї випадкових процесiв, теорiї фракталiв) є оператори вказаного вигля-
ду, якi будуються за негладкими у точцi σ = 0 i однорiдними за аргументом σ символами:
якщо символ a задовольняє ще певнi умови “параболiчностi”, то вiн називається парабо-
лiчним, а еволюцiйнi рiвняння з оператором A — параболiчними псевдодиференцiальними
рiвняннями.

До класу псевдодиференцiальних рiвнянь природно вiднести й еволюцiйнi рiвняння
з операторами, побудованими за допомогою iнтегральних перетворень Бесселя або Фур’є–
Бесселя (так званi псевдобесселевi оператори). Такi рiвняння, як i рiвняння з оператором
Бесселя, вироджуються на межi областi задання. Серед задач для еволюцiйних псевдоди-
ференцiальних рiвнянь найбiльше дослiджувалася задача Кошi. Для еволюцiйних рiвнянь
iз псевдобесселевими операторами з гладкими символами задача Кошi вивчалася в роботах
Я. I. Житомирського, М. I. Матiйчука, С.Д. Iвасишена, В.В. Крехiвського, I. I. Веренич,
В.В. Городецького, В.А. Лiтовченка та iн. Отримано вагомi результати стосовно корект-
ностi задачi Кошi та властивостей розв’язкiв.

У той же час еволюцiйнi рiвняння iз псевдобесселевими операторами, побудованими за
однорiдними, негладкими у фiксованiй точцi символами, дослiдженi не достатньо повно.
У данiй роботi будуються новi класи псевдодиференцiальних операторiв, якi мiстять в собi
клас псевдобесселевих операторiв, побудованих за сталими символами. Розвивається тео-
рiя задачi Кошi для еволюцiйних рiвнянь з такими операторами та початковими даними
з просторiв узагальнених функцiй типу розподiлiв.

1. Простори основних та узагальнених функцiй. Нехай M , ρ: R → [0,+∞) — не-
перервнi, парнi на R функцiї, диференцiйовнi, монотонно зростаючi й необмеженi на (0,∞),
M(0) = ρ(0) = 0, причому функцiя ρ опукла (донизу) на [0,∞), тобто:

а) ∀ {x1, x2} ⊂ [0,+∞): ρ(x1) + ρ(x2) 6 ρ(x1 + x2);
б) ∀α > 1 ∀x ∈ [0,∞): ρ(αx) > αρ(x);
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в) ∀α ∈ (0, 1) ∀x ∈ [0,∞): ρ(αx) 6 αρ(x).
Припускаємо також, що виконуються такi умови:
∀ ε > 0 ∃x0 = x0(ε) ∀x > x0: ρ(εx) > M(x), ρ(x) ∼

x→+0
xγ , γ ∈ (1,+∞), M(x) ∼

x→+0
xβ,

β ∈ (0, 1], де γ та β — фiксованi параметри.
Символом θM,ρ позначимо сукупнiсть усiх неперервних, парних на R функцiй ϕ: R → R,

нескiнченно диференцiйовних на R \ {0}, для яких

∃ a0 > 0 ∀ k ∈ Z+ ∃ ck > 0 ∀x ∈ R \ {0} : Mk(x)|Dk
xϕ(x)| 6 ck

k∑

l=1

ρl(x)e−ρ(a0x)

(якщо k = 0, то сума вiдсутня, якщо k = 1, то l = 1 i т. д.; якщо k = 0, то вказана нерiвнiсть
справджується для всiх x ∈ R).

Наведемо приклад функцiї з простору θM,ρ, побудованого за конкретними функцiями M
та ρ. Для цього розглянемо неперервну функцiю a: R → [0,∞), однорiдну порядку γ > 1,
парну на R, нескiнченно диференцiйовну на R \ {0}, похiднi якої задовольняють умову

∀ k ∈ N ∃ bk > 0 ∀x ∈ R \ {0} : |Dk
xa(x)| 6 bk|x|

γ−k;

a(x) > d0|x|
γ , d0 > 0, x ∈ R.

Цю умову можна подати у виглядi

Mk(x)|Dk
xa(x)| 6 bkρ(x), x ∈ R \ {0}, k ∈ N,

де M(x) = |x|, ρ(x) = |x|γ . Тодi функцiя exp{−a(x)} є елементом простору θM,ρ iз вказа-
ними функцiями M та ρ (функцiя a(·) використовується при побудовi псевдодиференцiаль-
них операторiв, для яких вона є негладким у точцi 0 однорiдним символом [1]). Справдi,
скориставшись формулою Фаа ди Бруно диференцiювання складеної функцiї, можна пере-
конатися в тому, що справджуються нерiвностi

Mk(x)|Dk
xe

−a(x)| 6 ck

k∑

m=1

ρm(x)e−ρ(a0x), x ∈ R \ {0}, k ∈ N, a0 > 0,

де M(x) = |x|, ρ(x) = |x|γ , звiдки й випливає, що exp{−a(·)} є елементом простору θ|x|,|x|γ .
Нехай ν — фiксоване число з множини {3/2; 5/2; 7/2; . . .}. На функцiях з простору θM,ρ

визначене перетворення Бесселя FBν
[2]:

FBν
[ϕ](ξ) =

∞∫

0

ϕ(x)jν(xξ)x
2ν+1dx, ϕ ∈ θM,ρ,

де jν — нормована функцiя Бесселя; FBν
[ϕ] — парна на R функцiя.

Теорема 1. Якщо ϕ ∈ θM,ρ, то FBν
[ϕ] ∈ C∞(R). Для функцiї FBν

[ϕ] та її похiдних
справджуються оцiнки

|Dm
ξ FBν

[ϕ](ξ)| 6 αm(1 + |ξ|)−(ω0+m), ξ ∈ R, m ∈ Z+,

ω0 = 2ν + 2 + [β−1[γ]], β ∈ (0, 1], γ > 1.
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Нехай Φν
β,γ = FBν

[θM,ρ]. Введемо в Φν
β,γ структуру злiченно-нормованого простору за

допомогою норм

‖ϕ‖p := sup
x∈[0,∞)

{
p∑

k=0

Λ(ξ)ω̃0+2k|D2k
ξ ϕ(ξ)|

}
, ϕ ∈ Φν

β,γ, p ∈ Z+,

де Λ(ξ) = 1 + ξ, ξ ∈ [0,∞), ω̃0 = ω0 − ε, 0 < ε < 1 — фiксований параметр. Збiжнiсть
у просторi Φν

β,γ — це збiжнiсть за кожною нормою ‖ · ‖p, p ∈ Z+. Ця збiжнiсть еквiвалентна
такiй: послiдовнiсть {ϕn, n > 1} ⊂ Φν

β,γ збiгається за топологiєю простору Φν
β,γ до функцiї

ϕ ∈ Φν
β,γ тодi й лише тодi, коли вона:

1) обмежена в Φν
β,γ, тобто ∀ p ∈ Z+ ∃ c = c(p) > 0 ∀n > 1: ‖ϕn‖p 6 c;

2) правильно збiгається в Φν
β,γ , а саме для довiльного m ∈ Z+ послiдовнiсть {D2m

ξ (ϕn −
− ϕ), n > 1} збiгається до нуля рiвномiрно на кожному вiдрiзку [a, b] ⊂ [0,∞).

Теорема 2. Перетворення Бесселя неперервно вiдображає θM,ρ на простiр Φν
β,γ.

Зазначимо також, що простiр Φν
β,γ є досконалим (тобто в цьому просторi кожна обме-

жена множина є компактною).
Символом T ξ

x позначимо оператор узагальненого зсуву аргументу, який вiдповiдає опе-
ратору Бесселя [2]:

T ξ
xϕ(x) = bν

π∫

0

ϕ
(√

x2 + ξ2 − 2xξ cosω
)
sin2ν ωdω, ϕ ∈ Φν

β,γ,

де bν = Γ(ν + 1)/(Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)). Говоритимемо, що оператор T ξ
x визначений у просторi

Φν
β,γ, якщо T ξ

xϕ ∈ Φν
β,γ для кожного ϕ ∈ Φν

β,γ .
Лема 1. У просторi Φν

β,γ визначений i неперервний оператор узагальненого зсуву ар-
гументу.

Операцiя узагальненого зсуву аргументу ϕ → T ξ
xϕ диференцiйовна в просторi Φν

β,γ ,
тобто граничне спiввiдношення

(T ξ+∆ξ
x ϕ(x)− T ξ

xϕ(x))(∆ξ)−1 →
∂T ξ

xϕ

∂ξ
, ∆ξ → 0,

справджується за топологiєю простору Φν
β,γ . Як наслiдок звiдси дiстаємо, що вказана опе-

рацiя є нескiнченно диференцiйовною в просторi Φν
β,γ .

Символом (Φν
β,γ)

′ позначатимемо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над
вiдповiдним простором основних функцiй зi слабкою збiжнiстю, а його елементи називати-

мемо узагальненими функцiями. Оскiльки Φν
β,γ =

∞⋂
p=0

Φν
β,γ,p, де Φν

β,γ,p — поповнення Φν
β,γ за

p-ю нормою, причому вкладення Φν
β,γ,p+1 ⊂ Φν

β,γ,p, p ∈ Z+, неперервнi, щiльнi й компактнi,
то (Φν

β,γ)
′ = lim

p→∞
ind(Φν

β,γ,p)
′. Отже, кожна узагальнена функцiя f ∈ (Φν

β,γ)
′ має скiнченний

порядок.
Оскiльки в просторi Φν

β,γ визначена операцiя узагальненого зсуву аргументу, то згорт-
ку узагальненої функцiї f ∈ (Φν

β,γ)
′ з основною функцiєю задамо формулою (f ∗ ϕ)(x) =

= 〈fξ, T
ξ
xϕ(x)〉, ∀ϕ ∈ Φν

β,γ, при цьому f ∗ ϕ ∈ C∞(R) для довiльної основної функцiї ϕ.
Нехай f ∈ (Φν

β,γ)
′. Якщо f ∗ ϕ ∈ Φν

β,γ , ∀ϕ ∈ Φν
β,γ , i iз спiввiдношення ϕν → 0 при ν → ∞

за топологiєю простору Φν
β,γ випливає, що f ∗ ϕν → 0 при ν → ∞ за топологiєю простору

Φν
β,γ, то функцiонал f називається згортувачем у просторi Φν

β,γ .
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Перетворення Бесселя узагальненої функцiї f ∈ (Φν
β,γ)

′ визначимо за допомогою спiввiд-
ношення 〈FBν

[f ], ϕ〉 = 〈f, FBν
[ϕ]〉, ∀ϕ ∈ θM,ρ (при цьому FBν

[ϕ] ∈ Φν
β,γ). Звiдси, з властивос-

тей лiнiйностi i неперервностi функцiонала f та перетворення Бесселя випливає лiнiйнiсть
i неперервнiсть функцiонала FBν

[f ], заданого на просторi θM,ρ. Отже, FBν
[f ] ∈ θ′M,ρ.

2. Задача Кошi. Нехай a: R → [0,∞) — неперервна, парна на R функцiя, однорiдна
порядку γ ∈ (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . .}, нескiнченно диференцiйовна на R \ {0}, похiднi якої
задовольняють умову

∀ k ∈ N ∃ bk > 0 ∀x ∈ R \ {0} : Mk(x) · |Dk
xa(x)| 6 bkρ(x). (1)

З (1) випливає, що функцiя a є мультиплiкатором у просторi θM,ρ. У зв’язку з цим роз-
глянемо оператор A: Φν

β,γ → Φν
β,γ , який визначимо за допомогою спiввiдношення Aϕ =

= FBν
[aF−1

Bν
[ϕ]], ∀ϕ ∈ Φν

β,γ (тут F−1
Bν

— обернене перетворення Бесселя, яке неперервно
вiдображає Φν

β,γ на θM,ρ). Iз властивостей перетворення Бесселя (прямого й оберненого)
випливає, що A — лiнiйний i неперервний оператор, який надалi називатимемо псевдобес-
селевим.

Розглянемо еволюцiйне рiвняння з оператором A вигляду

∂u

∂t
+ b(t)Au = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (2)

де b: (0, T ] → (0,∞) — неперервна функцiя, iнтегровна на (0, T ]. Пiд розв’язком рiвняння (2)
розумiтимемо функцiю u ∈ C1((0, T ],Φν

β,γ), яка задовольняє це рiвняння.
Фундаментальним розв’язком рiвняння (2) є функцiя

G(t, x) = FBν
[exp{−ϕ(t)a(σ)}](x), (t, x) ∈ Ω,

де ϕ(t) =
t∫
0

b(τ) dτ .

Властивостi функцiї G(t, ·) означимо в нижченаведеному твердженнi.
Лема 2. 1. Функцiя G(t, x), як функцiя x, є елементом простору Φν

β,γ. Для функцiї G
та її похiдних справджуються оцiнки

|Dm
x G(t, x)| 6 αm(ϕ(t))[β

−1[γ]]/γ((ϕ(t))1/γ + |x|)−(ω0+m), m ∈ Z+, (t, x) ∈ Ω.

2. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями в прос-
торi Φν

β,γ, диференцiйовна за t.
3. G(t, ·) → δ при t → +0 у просторi (Φν

β,γ)
′ (тут δ — дельта-функцiя Дiрака).

Наприклад, якщо b(t) = (1− α)t−α, 0 < α < 1, t ∈ (0, T ], то lim
t→+0

b(t) = +∞, ϕ(t) = t1−α,

1 − α > 0, G(t, x) = FBν
[exp{−t1−αa(σ)}](x).

Символом (Φν
β,γ,∗)

′ позначимо сукупнiсть узагальнених функцiй з простору (Φν
β,γ)

′, якi
є згортувачами в просторi Φν

β,γ .
Наслiдок 1. Нехай f ∈ (Φν

β,γ,∗)
′. Тодi:

1) в просторi (Φν
β,γ)

′ справджується граничне спiввiдношення f ∗G(t, ·) → f , t → +0;
2) функцiя f ∗ G(t, x), (t, x) ∈ Ω, є розв’язком рiвняння (2).
З наслiдку 1 випливає, що задачу Кошi для рiвняння (2) можна ставити так: знайти

розв’язок u ∈ C1((0, T ],Φν
β,γ) рiвняння (2), який задовольняє початкову умову

u(t, ·)|t=0 = f, f ∈ (Φν
β,γ,∗)

′, (3)
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в тому сенсi, що u(t, ·) → f при t → +0 у просторi (Φν
β,γ)

′. Основний результат складає
таке твердження.

Теорема 3. Задача Кошi (2), (3) є коректно розв’язною. Розв’язок подається у виглядi
згортки: u(t, x) = f ∗G(t, x), (t, x) ∈ Ω, де G — фундаментальний розв’язок рiвняння (2).

Нехай m — фiксоване натуральне число, {γi}
m
i=1 ⊂ (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . .}, причому γ1 6

6 γ2 6 . . . 6 γm, M , ρi: R → [0,∞) — неперервнi, парнi на R функцiї, диференцiйовнi
й монотонно зростаючi на (0,∞), M(0) = ρi(0) = 0, lim

x→+∞
M(x) = lim

x→+∞
ρi(x) = +∞,

ρi — опуклi на [0,+∞) функцiї, ρi(x) ∼
x→+0

xγi , i ∈ {1, . . . ,m}, M(x) ∼
x→+0

xβ , де β ∈ (0, 1] —

фiксований параметр; aγi : R → [0,∞), i ∈ {1, . . . ,m}, — неперервнi, парнi на R функцiї,
однорiднi порядку γi (вiдповiдно), якi задовольняють умову

∀ k ∈ N ∃ bki > 0 ∀x ∈ R \ {0} : Mk(x)|Dk
xaγi(x)| 6 bkiρi(x);

bi: (0, T ] → (0,+∞), i ∈ {1, . . . ,m}, — неперервнi та iнтегровнi на (0, T ] функцiї такi, що
функцiї ϕi(t)(ϕ1(t))

−γi/γ1 , i ∈ {2, 3, . . . ,m}, — обмеженi на [0, T ].
Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u

∂t
+

m∑

i=1

bi(t)Aγiu = 0, (t, x) ∈ Ω, (4)

де Aγi — псевдобесселевий оператор, побудований за функцiєю aγi , i ∈ {1, . . . ,m}.
Фундаментальним розв’язком рiвняння (4) є функцiя

Gm(t, x) = FBν

[
exp

{
−

m∑

i=1

ϕi(t)aγi(σ)

}]
(x), ϕi(t) =

t∫

0

bi(τ) dτ, (t, x) ∈ Ω,

яка має такi ж властивостi, що i фундаментальний розв’язок рiвняння (2). Зокрема, для
функцiї Gm правильними є оцiнки

|Ds
xGm(t, x)| 6 cs(ϕ1(t))

[β−1[γ1]]/γ1((ϕ1(t))
1/γ1 + |x|)−(λ0+s), s ∈ Z+, (t, x) ∈ Ω, (5)

λ0 = 2ν + 2 + [β−1[γ1]]. Iз оцiнок (5) випливає, що Gm(t, ·) ∈ Φν
β,γ, γ = γ1, при кожному

t ∈ (0, T ]. Задача Кошi для рiвняння (4) ставиться таким же чином, як i для рiвняння (2).
Пiдсумовуючи вищесказане, сформулюємо таке твердження:

Теорема 4. Нехай f ∈ (Φν
β,γ,∗)

′, γ = γ1. Задача Кошi для рiвняння (4) з початко-
вою функцiєю f є коректно розв’язною; її розв’язок зображається формулою u(t, x) = f ∗
∗ Gm(t, x), (t, x) ∈ Ω; u(t, ·) ∈ Φν

β,γ при кожному t ∈ (0, T ].
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О.В. Мартынюк, В.В. Городецкий

Задача Коши для сингулярных эволюционных уравнений

с неограниченными по времени коэффициентами

Построены новые классы псевдодифференциальных операторов, развита теория задачи Ко-

ши для эволюционных уравнений с такими операторами и начальными данными из про-

странств обобщенных функций типа распределений.

O.V. Martynyuk, V. V. Gorodetsky

The Cauchy problem for singular evolution equations with coefficients

unbounded in time

New classes of pseudodifferential operators are constructed, and a theory of the Cauchy problem

for evolution equations with such operators and the initial data in spaces of generalized functions

of the type of distributions is developed.
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