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Рассматривается задача о собственных осесимметричных колебаниях неоднородных по

толщине полых цилиндров из функционально градиентных материалов. Свойства ма-

териала непрерывно изменяются в радиальном направлении. Боковые поверхности ци-

линдра свободны от внешних нагрузок и покрыты бесконечно тонкими закороченными

электродами. Для решения данной задачи предложен эффективный численно-аналити-

ческий метод. После применения метода разделения переменных и метода сплайн-колло-

каций по длине цилиндра исходная задача теории электроупругости сводится к краевой

задаче на собственные значения в обыкновенных дифференциальных уравнениях. Полу-

ченная задача решается устойчивым методом дискретной ортогонализации в сочета-

нии с методом пошагового поиска. Приведены результаты численного анализа спектра

собственных частот осесимметричных колебаний полого цилиндра из функционально

градиентной пьезокерамики PZT 4.

Пьезоэлектрические материалы широко используются как актуаторы и сенсоры в “умных”
и “адаптивных” системах благодаря наличию в них внутренне им присущему свойству —
пьезоэффекту, т. е. свойству связанности электрического поля (электростатический потен-
циал) с механическим (полем перемещений и напряжений). Для достижения больших де-
формаций пьезоэлектрические актуаторы часто конструируют в форме многослойных ком-
позиционных структур, соединяя два или более пьезокерамических слоя. Соединение из
двух различных пьезоэлектрических материалов или из одинаковых с различными направ-
лениями предварительной поляризации приводит к концентрации напряжений на границе
радела двух сред, что инициирует развитие микротрещин и негативно сказывается на сро-
ке службы устройств, использующих данное соединение. Для решения указанной пробле-
мы был разработан новый вид материалов — так называемые функционально градиентные
пьезоэлектрические материалы (ФГПМ). Это новый вид материалов, материальный сос-
тав и свойства которых непрерывно меняются в определенном направлении. Пьезоэлектри-
ческие устройства могут быть изготовлены как целиком из ФГПМ, так и использовать их
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в качестве промежуточных слоев между двумя различными пьезоэлектрическими материа-
лами. ФГПМ специально разработаны для придания материалу желаемых свойств в стро-
го определенных приложениях. Использование ФГПМ позволяет избежать концентрации
напряжений на границе раздела двух сред по сравнению с традиционными биморфами.
Актуаторы с использованием ФГПМ позволяют достигать больших перемещений и в то же
время минимизировать внутренние напряжения, что, несомненно, благотворно сказывается
на надежности и сроке эксплуатации указанных устройств.

Ввиду того, что данное направление развивается cовсем недавно и задача значительно
усложнена тем, что физические свойства материала являются функциями одной из коорди-
нат, известно лишь незначительное количество публикаций, посвященных данной тематике.
Это статические одномерные задачи [1–4]. Для решения задачи, рассматриваемой в нас-
тоящей работе, предлагается использовать эффективный численно-аналитический подход,
с успехом применявшийся для решения аналогичных задач для упругих тел [5–7], а также
для однородных пьезокерамических цилиндров [8, 9].

Некоторые аспекты нестационарного электромеханического поведения пьезокерамичес-
ких тел исследованы на основании численного подхода в работах [10–13].

Рассматривается задача о собственных осесимметричных колебаниях полого цилиндра
из функционально градиентного пьезокерамического материала. Боковые поверхности ци-
линдра свободны от внешних воздействий и покрыты тонкими короткозамкнутыми элект-
родами. Торцы цилиндра жестко защемлены и свободны от электродов.

Уравнения осесимметричных гармонических колебаний в цилиндрической системе коор-
динат (r, θ, z) имеют вид

∂σrr
∂r

+
σrr − σθθ

r
+

∂σrz
∂z

+ ρω2ur = 0;

∂σrz
∂r

+
σrz
r

+
∂σzz
∂z

+ ρω2uz = 0,

(1)

уравнения электростатики —

∂Dr

∂r
+

Dr

r
+

∂Dz

∂z
= 0; Er = −

∂φ

∂r
;Ez = −

∂φ

∂z
, (2)

соотношения Коши —

εrr =
∂ur
∂r

; εθθ =
ur
r
; εzz =

∂uz
∂uz

; 2εrz =
∂uz
∂r

+
∂ur
∂z

. (3)

Здесь σij — компоненты тензора напряжений; ρ — плотность материала; ω — круговая
частота; ui — компоненты вектора перемещений; Di — компоненты вектора электрической
индукции; Ei — компоненты вектора напряженности электрического поля; φ — электроста-
тический потенциал; εij — компоненты тензора деформаций.

Материальные соотношения для материала, поляризованного в радиальном направле-
нии, имеют вид:

σrr = c33εrr + c13εθθ + c13εzz − e33Ez; σθθ = c13εrr + c11εθθ + c12εzz − e31Ez;

σzz = c13εrr + c12εθθ + c11εzz − e31Ez; σrz = 2c55εrz − e15Ez;

Dr = e33εrr + e13εθθ + e13εzz + ε33Ez; Dz = 2e15εrz + ε11Ez.

(4)
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В случае, если материал поляризован в осевом направлении,

σrr = c11εrr + c12εθθ + c13εzz − e31Ez; σθθ = c12εrr + c11εθθ + c13εzz − e31Ez;

σzz = c13εrr + c13εθθ + c33εzz − e33Ez; σrz = 2c55εrz − e15Er;

Dr = 2e15εrz + ε11Er; Dz = e13εrr + e13εθθ + e33εzz + ε33Ez.

(5)

Здесь cij — компоненты тензора модулей упругости; eij — компоненты тензора пьезомо-
дулей; εij — компоненты тензора диэлектрической проницаемости материала. Будем рас-
сматривать случаи, когда указанные выше компоненты изменяются по экспоненциальному
закону в направлении радиальной координаты и по степенному закону:

cij = coije
mr, eij = eoije

mr, εij = εoije
mr, (6)

cij = coijr
m, eij = eoijr

m, εij = εoijr
m, (7)

где coij , c
o
ij и coij — значения соответствующих модулей на внешней поверхности цилиндра,

а значение m определяется экспериментально и обычно находится в пределах −2 6 m 6 2.
Граничные условия на боковых поверхностях цилиндра (при r = R0 ± h) задаются

следующие.
Поверхности свободны от внешних усилий σrr = σrz = 0 и покрыты тонкими электро-

дами, которые закорочены: ϕ = 0.
Торцы цилиндра (при z = ±L/2) жестко защемлены ũr = 0; ũz = 0 и свободны от

электродов: Dz = 0.
Здесь R0 — радиус серединной поверхности цилиндра; h — половина толщины цилиндра;
L — длина цилиндра.

Для решения данной задачи предлагается эффективный численно-аналитический под-
ход. После разделения переменных и применения метода сплайн-коллокаций по осевой коор-
динате исходная двумерная задача дифференциальных уравнений в частных производных
сводится к краевой задаче на собственные значения в обыкновенных дифференциальных
уравнениях по радиальной координате [8, 9]

dR

dx
= A(x,Ω)R (8)

с граничными условиями

B1R(−1) = 0, B2R(1) = 0. (9)

Здесь введены безразмерные величины:

Ω = ωh

√
ρ

λ
; c̃ij =

c0ij
λ
; ẽij =

e0ij√
ε0λ

; ε̃ij =
ε0ij
ε0

; x =
r −R0

h
;

h — половина толщины цилиндра; ρ — плотность материала цилиндра; R0 — радиус сре-
динной поверхности; ε0 — диэлектрическая проницаемость вакуума; λ = 1010/Нм2.

Ненулевые элементы матрицы A для случая осевой поляризации пьезокерамики имеют
вид [8]:

A12 = 1; A21 = −Φ−1
2

(
ε̃11Ω

2

∆
Φ2 +

∆6

∆
Φ′′

2

)
; A22 = −Φ−1

2

1

x
Φ2;
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A23 = −Φ−1

2

∆4

∆

1

x
Φ′′
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2
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∆

)
1
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1
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1

((
1
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)
Φ1 +
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1

)
;

A44 = Φ−1

1

1

x
Φ1; A46 = −Φ−1

1

ẽ13 + ẽ15
c̃11

1

x
Φ′′

1; A56 = 1;

A61 = −Φ−1
1

(
ẽ15Ω

2

∆
Φ2 −

∆3

∆
Φ′′

2

)
; A63 = Φ−1

1

∆2

∆

1

x
Φ′

1; A64 = Φ−1
1

∆2

∆
Φ′

1;

A65 = Φ−1

1

∆1

∆
Φ′

1; A66 = −Φ−1

1

1

x
Φ′

1,

а матрицы Bi [8]:

B1 =



c̃12

1

x0
c̃11 c̃13 0 ẽ13 0

c̃55 0 0 c̃55 0 ẽ15
0 0 0 0 1 0


 ; B2 =



c̃12

1

xN
c̃11 c̃13 0 ẽ13 0

c̃55 0 0 c̃55 0 ẽ15
0 0 0 0 1 0


 .

Здесь введены обозначения:

∆ = ẽ215 + c̃55ε̃11; ∆1 = c̃55ε̃33 + ẽ33ẽ15; ∆2 = c̃55ẽ13 − c̃13ẽ15; ∆3 = c̃55ẽ33 − c̃33ẽ15;

∆4 = ẽ15ε̃33 − ẽ33ε̃11; ∆5 = ẽ15ẽ33 + ε̃11c̃13; ∆6 = ẽ33ẽ15 + c̃33ε̃11,

для случая радиальной поляризации пьезокерамики [9] —

A12 = 1; A21 = −Φ−1
2

(
Ω2

c̃55
Φ2 +

c̃11
c̃55

Φ′′

2

)
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1

x
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2
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2
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Φ′
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1

∆1

∆

1

x
Φ′

2; A42 = −Φ−1
1

∆2

∆
Φ′
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A43 = −Φ−1
1
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∆
Φ′′
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1
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x
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∆
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1
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∆
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∆

1

x
Φ′

2; A62 = −Φ−1
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∆
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∆
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∆
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x
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1
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)
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∆

Φ1 +
∆8

∆
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1
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A66 = Φ−1
1
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∆

+ 1

)
1
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Рис. 1 Рис. 2

а матрицы Bi [9]:

B1 =



c13

1

x0
c33 c13 0 0 e33

c55 0 0 c55 e15 0
0 0 0 0 1 0


 ; B2 =



c13

1

xN
c33 c13 0 0 e33

c55 0 0 c55 e15 0
0 0 0 0 1 0


 ,

где

∆1 = (c̃12 − c̃13)ẽ33 + c̃33ẽ13, ∆2 = c̃33(ẽ15 + ẽ33)− (c̃13 + c̃55)ẽ33,

∆3 = c̃33ε̃11 + ẽ15ẽ33, ∆4 = c̃33ẽ15 − c̃55ẽ33, ∆5 = (c̃12 − c̃13)ε̃33 − ẽ13ẽ33,

∆6 = (c̃13 + c̃55)ε̃33 − (ẽ15 + ẽ33)ẽ33, ∆7 = ẽ33ε̃11 − ẽ15ε̃33.

Входящие в выражения элементов матриц A выражения Φi представляют собой линейные
комбинации B-сплайнов на равномерной сетке ∆; −L/2 = z0 < z1 < · · · < zn = L/2.

Решение задачи (8), (9) было выполнено устойчивым методом дискретной ортогонали-
зации в сочетании с методом пошагового поиска.

Ниже приведены результаты численного анализа задачи (8), (9). На рис. 1 представлена
зависимость первой собственной частоты от безразмерной длины цилиндра для различных
значений параметра m (материал поляризован в радиальном направлении, а свойства ма-
териала меняются по степенному закону (7) в направлении радиальной координаты). При
этом внешний радиус цилиндра R+ = 5, внешний — R− = 3. Когда m = 0 имеем случай
однородного материала рассмотренный в работе [9]. На внешней поверхности цилиндра при
R+ = 5 заданы следующие характеристики пьезокерамики PZT 4:

c011 = 13,9 · 1010
Н

м2
; c012 = 7,43 · 1010

Н

м2
; c013 = 7,78 · 1010

Н

м2
;

c033 = 11,5 · 1010
Н

м2
; c055 = 2,56 · 1010

Н

м2
;

e013 = −5,2
К

м2
; e015 = 12,7

К

м2
; e033 = 15,1

К

м2
; ε011 = 730; ε033 = 635.
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Рис. 3 Рис. 4

Как видно из приведенного рисунка, меньшим значениям степени m соответствуют боль-
шие значения собственных частот. Причина становится очевидной, если рассмотреть изме-
нение физико-механических характеристик градиентного материала по толщине для раз-
личных значений параметра m. Меньшим значениям параметра m соответствуют большие
значения упругих модулей на внутренней поверхности цилиндра.

Рис. 2 демонстрирует зависимость первой собственной частоты от внутреннего диаметра
цилиндра (R−) для различных значений параметра m, при этом длинна цилиндра (L = 5)
и его внешний диаметр (R+ = 5) остаются фиксированными. Рассматривается изменение
внутреннего диаметра в широком диапазоне — от 0,05 до 4,95 безразмерных единиц. То есть
от практически сплошного цилиндра до тонкой цилиндрической оболочки.

Анализируя приведенный рисунок, можно также отметить соответствие меньшим зна-
чениям степени m больших значений собственных частот, а также тот факт, что для более
толстых цилиндров влияние показателя степени более значительно.

На рис. 3 представлена зависимость первой собственной частоты от безразмерной дли-
ны цилиндра для различных значений параметра m (материал поляризован в осевом на-
правлении, а свойства материала меняются по экспоненциальному закону (6) в направле-
нии радиальной координаты). При этом внешний радиус цилиндра R+ = 5, внутренний —
R− = 3. Когда m = 0, имеем случай однородного материала, рассмотренный в работе [8]. На
внешней поверхности цилиндра при R+ = 5 заданы также характеристики пьезокерамики
PZT 4.

Как видно из приведенного рисунка, так же, как и в случае радиальной поляризации,
меньшим значениям степени m соответствуют большие значения собственных частот.

На рис. 4 представлена зависимость первой собственной частоты от внутреннего диа-
метра цилиндра (R−) для различных значений m, при этом длинна цилиндра (L = 5) и его
внешний диаметр (R+ = 5) остаются фиксированными.

Анализируя приведенный рисунок, можно также отметить соответствие меньшим зна-
чениям степени m больших значений собственных частот, а также тот факт, что для более
толстых цилиндров влияние показателя степени более значительно.
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О.Я. Григоренко, I. А. Лоза

Осесиметричнi коливання порожнистих цилiндрiв з функцiонально

градiєнтних п’єзокерамiчних матерiалiв

Розглядається задача про власнi осесиметричнi коливання неоднорiдних за товщиною по-

рожнистих цилiндрiв з функцiонального градiєнтного п’єзоелектричного матерiалу. Влас-

тивостi матерiалу неперервно змiнюються у радiальному напрямi. Бiчнi поверхнi цилiндра

вiльнi вiд зовнiшнiх навантажень та вкритi нескiнченно тонкими замкнутими електро-

дами. Для розв’язання цiєї задачi запропоновано ефективний чисельно-аналiтичний метод.

Пiсля застосування методу роздiлення змiнних та методу сплайн-колокацiй по довжинi ци-

лiндра початкова задача теорiї електропружностi у частинних похiдних зводиться до кра-

йової задачi на власнi значення у звичайних диференцiальних рiвняннях. Отримана задача

розв’язується стiйким методом дискретної ортогоналiзацiї у поєднаннi з методом покро-

кового пошуку. Наведено результати чисельного аналiзу спектра власних частот осесимет-

ричних коливань порожнистого цилiндра з функцiонально градiєнтної п’єзокерамiки PZT.
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Axisymmetric natural vibrations of a hollow cylinder made of

a functionally graded piezoceramic material

The problem on axisymmetric natural vibrations of a hollow inhomogeneous cylinder made of

a functionally graded piezoceramic material is considered. Material properties are varying conti-

nuously in the radial direction. Lateral faces of the cylinder are free from environmental loads and

are coated by short-circuited electrodes. After the separation of variables and the application of

the spline-collocation method, the initial problem of the theory of electroelasticity in partial deri-

vatives is reduced to a boundary-value problem with a system of ordinary differential equations for

the radial coordinate. The problem obtained is solved by the stable numerical method of discrete

orthogonalization coupled with the incremental search method. The numerical results for the natural

frequencies of vibrations of a FGPM hollow cylinder are presented.
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