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Диференцiювання рiвнянь методу скiнченних елементiв

для великих деформацiй у тензорно-матричнiй формi

(Представлено академiком НАН України О.М. Гузем)

Отримано аналiтичнi вирази для компонент матрицi Якобi тензорно-матричної сис-

теми рiвнянь МСЕ, що описує великi деформацiї нестисливого пружного тiла. При ви-

веденнi використовувався апарат диференцiювання за тензорним аргументом. Резуль-

тат одержано для випадкiв загального тривимiрного розрахунку, а також для плоскої

деформацiї.

У роботi [1] одержано i протестовано систему нелiнiйних алгебраїчних рiвнянь методу скiн-
ченних елементiв (МСЕ), яка дозволяє без застосування покрокового приросту навантажен-
ня розв’язувати задачi статичного навантаження конструкцiй iз нестисливих матерiалiв
з урахуванням великих деформацiй:

{

{ ~A({~R}, {p})} = { ~K({~R}, {p})} + 2([L] + ([4][M ]{~R}) · {~R}){~R} − {~f} = {~0};

{B({~R})} = {0},
(1)

де {~f} — стовпець вузлових навантажень; {~R} та {p} — невiдомi (вiдповiдно, стовпець
вузлових радiус-векторiв деформованої конфiгурацiї i стовпець величин середнього тиску
в скiнченних елементах (СЕ), який вiдповiдає умовi нестисливостi); стовпець {B} вiдобра-
жує змiнення об’єму елементiв при деформуваннi та має такi компоненти:

B[α] =

∫∫∫

0
v[α]

(III((
0
~∇~r)[α])− 1) d

0
v.

Тут α — номер СЕ; III — кубiчний iнварiант; (
0
~∇~r)[α] =

∑

i

0
~∇N[αi]

~R[i] — скiнченноелементна

апроксимацiя градiєнта мiсця
0
~∇~r у серединi α-го СЕ (N[αi] — функцiя форми, що належить

до α-го СЕ й i-го вузла), iншi матричнi об’єкти утворюються в результатi операцiї збирання
по всiх СЕ ({ ~K} =

∑

α

{ ~K}[α], [L] =
∑

α

[L][α],
[4][M ] =

∑

α

[4][M ][α]) та мають такi компоненти:

~K [αi] = −p[α]

∫∫∫

0
v[α]

(
0
~∇~r)−1

[α] ·
0
~∇N[αi] d

0
v, L[αij] =

∫∫∫

0
v[α]

1Ψ[α]

0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi] d

0
v,

M[αijkl] =

∫∫∫

0
v[α]

2Ψ[α]

(

0

~∇N[αj] ·
0

~∇N[αk]

)(

0

~∇N[αl] ·
0

~∇N[αi]

)

d
0
v,

72 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2012, №5



де i, j, k — номери вузлiв сiтки; 1Ψ[α] та 2Ψ[α] — функцiї вiд iнварiантiв мiри деформацiї
з рiвняння стану матерiалу α-го СЕ у формi Фiнгера [2].

Дана робота присвячена побудовi для системи (1) матрицi Якобi [∂( ~A,B)/∂(~R, p)], яка
необхiдна для застосування ефективних методiв розв’язання [3]. Ця задача значно полег-
шується, якщо зважати на структурованiсть системи (1): компонентами матриць, що її
складають, можуть бути не лише числа, але й взагалi тензорнi об’єкти рiзних рангiв. Це
приводить до залучення апарату диференцiювання за тензорним аргументом. Порядок та-
кого диференцiювання описано в [2] на прикладi випадку, коли аргумент має 2-й ранг.
Неважко поширити цей пiдхiд на диференцiювання за тензором 1-го рангу. Наприклад,
для скалярної функцiї a(~r) можна записати:

δa =
∂a

∂rs
δrs =

∂a

∂rs
δrtδst =

∂a

∂rs
δrt~e s · ~et =

(

∂a

∂rs
~e s

)

· (δrt~et) =
da

d~r
· d~r.

Отже, похiднi вiд скаляра й, таким чином, вiд тензорiв 1-го та 2-го рангiв будуть тензорами,
вiдповiдно, 1-го, 2-го та 3-го рангiв:

da

d~r
=

∂a

∂rs
~e s,

d ~f

d~r
=

∂f s

∂rt
~es~e

t,
dq

d~r
=

∂qst

∂rp
~es~et~e

p.

Зокрема,

d~r

d~r
= 1,

де 1 = ~e s~es — метричний тензор. З варiацiї скалярного добутку

δ(p · q) = (δp) · q+ p · δq =

(

dp

d~r
· δ~r

)

· q+ p ·
dq

d~r
· δ~r =

=

(

dp

d~r
· 1 · δ~r

)

· q+ p ·
dq

d~r
· δ~r =

((

dp

d~r
· ~e s

)

· q~es + p ·
dq

d~r

)

· δ~r

випливає

d(p · q)

d~r
=

(

dp

d~r
· ~e s

)

· q~es + p ·
dq

d~r
.

Неважко отримати також й iншi необхiднi спiввiдношення для диференцiювання складних
функцiй:

d(p · ·q)

d~r
=

(

dp

d~r
· ~e s

)

· ·q~es + p · ·
dq

d~r
,

d(p · p)

d~r
=

(

dp

d~r
· ~e s

)

· p~es + p ·
dp

d~r
,

d(p · p · p)

d~r
=

((

dp

d~r
· ~e s

)

· p+ p · (
dp

d~r
· ~e s)

)

· p~es + p · p ·
dp

d~r
,

d(p−1)

d~r
= −p−1 ·

(

dp

d~r
· ~e s

)

· p−1~es,
d(ap)

d~r
= p

da

d~r
+ a

dp

d~r
,

d(~f~g)

d~r
=

d~f

d~r
· ~e s~g~es + ~f

d~g

d~r
,

d(a~f)

d~r
= ~f

da

d~r
+ a

d~f

d~r
,
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d(ab)

d~r
= b

da

d~r
+ a

db

d~r
,

d(a3)

d~r
= 3a2

da

d~r
.

При використаннi цих спiввiдношень для побудови матрицi Якобi системи (1) операцiю
тензорного диференцiювання позначатимемо символом частинної похiдної, оскiльки самi
тензори виступають тепер у ролi матричних компонент.

Матриця Якобi буде, очевидно, складатися з чотирьох блокiв:

[

∂( ~A,B)

∂(~R, p)

]

=











[

∂ ~A

∂ ~R

] [

∂ ~A

∂p

]

[

∂B

∂ ~R

]

[0]











.

Отримаємо вирази для цих блокiв. У блоцi

[

∂ ~A

∂ ~R

]

позначимо

[

∂ ~A

∂ ~R

]

=
∑

α

([

∂ ~K

∂ ~R

]

[α]

+ 2

([

∂([L]{~R})

∂ ~R

]

[α]

+

[

∂((([4][M ]{~R}) · {~R}){~R})

∂ ~R

]

[α]

))

=

=
∑

α

([DK][α] + 2([DL][α] + [DM][α])).

Застосування апарату тензорного диференцiювання та необхiдних перетворень дає для ма-
триць [DK][α], [DL][α] i [DM][α] такi компоненти:

DK[αin] =
∂ ~K [αi]

∂ ~R[n]

= p[α]

∫∫∫

0
v[α]

(
0
~∇~r)−1

[α] ·
0
~∇N[an](

0
~∇~r)−1

[α] ·
0
~∇N[αi]d

0
v,

DL[αin] =
∂([L][α]{~R})[i]

∂ ~R[n]

=
∑

j

~R[j]

∫∫∫

0
v[α]

(

0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi]

)

∂1Ψ[α]

∂ ~R[n]

d
0
v + 1L[αin],

DM[αin] =
∂

∂ ~R[n]

((([4][M ][α]{~R}) · {~R}){~R})[i] =

=
∑

k

∑

j

(

(~R[k] · ~R[j])

(

∑

l

~R[l]

∫∫∫

0
v[α]

(

0
~∇N[αl] ·

0
~∇N[αk]

)(

0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi]

)

∂2Ψ[α]

∂ ~R[n]

d
0
v +

+ 1

∫∫∫

0
v[α]

2Ψ[α]

(

0
~∇N[αn] ·

0
~∇N[αk]

)(

0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αi]

)

d
0
v

)

+

+ ~R[k]
~R[j]

∫∫∫

0
v[α]

2Ψ[α]

((

0

~∇N[αk] ·
0

~∇N[αn]

)(

0

~∇N[αj] ·
0

~∇N[αi]

)

+
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+

(

0
~∇N[αk] ·

0
~∇N[αj]

)(

0
~∇N[αn] ·

0
~∇N[αi]

))

d
0
v

)

.

Блок

[

∂ ~A

∂p

]

з урахуванням того, що

[

∂ ~A

∂p

]

=

[

∂ ~K

∂p

]

=
∂

∂{p}

∑

α

{ ~K}[α] =
∂

∂{p}

∑

β

{ ~K}[β],

має такi компоненти:

(

∂ ~A

∂p

)

[iα]

=
∂
∑

β
~K[βi]

∂p[α]
=

∂ ~K [αi]

∂p[α]
= −

∫∫∫

0
v[α]

(
0
~∇~r)−1

[α] ·
0
~∇N[αi] d

0
v,

Нарештi, блок

[

∂B

∂ ~R

]

знайдемо для двох варiантiв розрахунку.

Загальний тривимiрний випадок. Детермiнант градiєнта мiсця має вигляд

III((
0

~∇~r)[α]) = S1
1S

2
2S

3
3 + S2

1S
3
2S

1
3 + S3

1S
2
3S

1
2 − S1

1S
3
2S

2
3 − S2

2S
3
1S

1
3 − S3

3S
2
1S

1
2 ,

де введено позначення Sq
p =

∑

i

0
∇pN[αi]R

q

[i]. Застосування тензорного диференцiювання

∂Sq
p/∂ ~R[n] =

0
∇pN[αn]

0
~e q та необхiдних перетворень дає

(

∂B

∂ ~R

)

[αn]

=
∂B[α]

∂ ~R[n]

=

∫∫∫

0
v[α]

∂III((
0
~∇~r)[α])

∂ ~R[n]

=
∑

i

∑

j

∫∫∫

0
v[α]

( 0
∇1N[αn]

( 0
∇2N[αi]

0
∇3N[αj] −

−
0
∇3N[αi]

0
∇2N[αj]

)

+
0
∇2N[αn]

( 0
∇3N[αi]

0
∇1N[αj] −

0
∇1N[αi]

0
∇3N[αj]

)

+
0
∇3N[αn] ×

×
( 0
∇1N[αi]

0
∇2N[αj]−

0
∇2N[αi]

0
∇1N[αj]

))

d
0
v
(

R2
[i]R

3
[j]

0

~e 1 +R3
[i]R

1
[j]

0

~e 2 +R1
[i]R

2
[j]

0

~e 3
)

.

Для випадку плоскої деформацiї градiєнт мiсця має вигляд (
0
~∇~r)[α] = Sq

p

0
~e p

0
~eq +

0
~e 3

0
~e3 (за

iндексами з рискою пiдсумовувати до 2). Тому III((
0
~∇~r)[α]) = S1

1S
2
2 − S2

1S
1
2 та

(

∂B

∂ ~R

)

[αn]

=
∑

i

∫∫∫

0
v[α]

(
0
∇1N[αn]

0
∇2N[αi] −

0
∇2N[αn]

0
∇1N[αi])(R[i]2

0
~e 1 −R[i]1

0
~e 2) =

=
∑

i

∫∫∫

0
v[α]

(
0

~∇N[αn] ·
0

~∇N[αi]

)3
d
0
v
(0

~e s̄
0

~es̄ · ~R[i]

)0

~e3.

Диференцiювання iнварiантiв мiри деформацiї. В отриманих виразах для компо-

нент пiдматрицi

[

∂ ~A

∂ ~R

]

зустрiчаються похiднi функцiй 1Ψ i 2Ψ вiд iнварiантiв мiри дефор-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2012, №5 75



мацiї I(b) i II(b). Для вiдшукання цих похiдних необхiдно продиференцiювати I(b) i II(b).
Диференцiювання мiри деформацiї Фiнгера пiсля спрощень дає

∂

∂ ~R[n]

b[α] =
∂
(

(
0
~∇~r)T[α] · (

0
~∇~r)[α]

)

∂ ~R[n]

=
∑

i

(
0
~∇N[αn] ·

0
~∇N[αi]

)(0
~e s ~R[i]

0
~es + ~R[i]1

)

,

звiдки похiдна лiнiйного iнварiанту мiри Фiнгера дорiвнює

∂

∂ ~R[n]

I(b[α]) = 1 · ·
∂b[α]

∂ ~R[n]

= 2
0

~∇N[αn] ·
0

~∇~r[α],

а похiдна квадратичного iнварiанту —

∂

∂ ~R[n]

II(b[α]) =
1

2

∂(I(b[α])
2 − I(b2

[α]))

∂ ~R[n]

= 2
∑

i

∑

j

∑

k

((
0
~∇N[αn] ·

0
~∇N[αk]

)

×

×
(

0
~∇N[αi] ·

0
~∇N[αj]

)

−
(

0
~∇N[αn] ·

0
~∇N[αi]

)(
0
~∇N[αj] ·

0
~∇N[αk]

))

(~R[i] · ~R[j])~R[k].

Щоб визначити та продиференцiювати самi функцiї 1Ψ i 2Ψ, необхiдно задати використо-
вувану модель матерiалу.

Диференцiювання функцiй моделi матерiалу здiйснимо на прикладi матерiалу
Мунi [4, 5]:

1Ψ = 1C + I(b) 2C, 2Ψ = −2C.

З використанням наведених вище виразiв для похiдних вiд iнварiантiв b виходить

∂1Ψ[α]

∂ ~R[n]

= 2 2C
0
~∇N[αn] ·

0
~∇~r[α],

∂2Ψ[α]

∂ ~R[n]

= 0.

Таким чином, за допомогою апарату диференцiювання за тензорним аргументом одер-
жано аналiтичнi вирази для компонент матрицi Якобi системи (1). Використання цих спiв-
вiдношень дозволяє iстотно покращити якiсть та збiльшити швидкiсть розрахункiв, оскiль-
ки при їх вiдсутностi доведеться або застосовувати методи, якi не використовують матрицю
Якобi, або апроксимувати цю матрицю через скiнченнi рiзницi (що значно знижує швид-
кiсть розрахунку). Наприклад, при розв’язаннi задачi про вивертання цилiндра [1] аналi-
тичне обчислення матрицi Якобi порiвняно з скiнченнорiзницевим прискорило розрахунок
приблизно в 60 разiв (з однiєї години до однiєї хвилини).
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В.В. Чехов

Дифференцирование уравнений метода конечных элементов

для больших деформаций в тензорно-матричной форме

Получены аналитические выражения для компонент матрицы Якоби тензорно-матричной

системы уравнений МКЭ, описывающей большие деформации несжимаемого упругого те-

ла. При выведении использовался аппарат дифференцирования по тензорному аргументу.

Результат получен для случаев общего трехмерного расчета, а также для плоской дефор-

мации.

V.V. Chekhov

Differentiation of the equations of the finite element method for large

strains in the tensor-matrix form

An analytical expression for components of the Jacobian matrix for a tensor-matrix system of

equations within the finite element method describing large strains of an incompressible elastic

body has been derived with the use of the apparatus of a tensor differentiation. The result has been

obtained for cases of the common three-dimensional analysis and of the plane strain.
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