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У класичнiй монографiї К. Рiнгеля [1] було введено поняття графiчної цiлої квадратич-
ної форми, яке є узагальненням форми Тiтса частково впорядкованої множини, та були
описанi всi критичнi (тобто мiнiмальнi неслабододатнi) графiчнi цiлi квадратичнi фор-
ми у виглядi явного списку вiдповiдних ним “переривчатих” графiв (тобто неорiєнтов-
них графiв без петель та кратних ребер, усi ребра яких — переривчатi). У пропонованiй
роботi цей результат узагальнюється на випадок надкритичних (тобто мiнiмальних
неслабоневiд’ємних) графiчних цiлих квадратичних форм. Отриманий результат (ра-
зом з ранiше одержаними результатами автора та К. Рiнгеля) дозволяє дати явний
опис слабокритичних та, вiдповiдно, слабонадкритичних турнiрiв (зокрема, вiдповiд-
них частково впорядкованих множин), тобто мiнiмальних турнiрiв (зокрема, частко-
во впорядкованих множин), для яких вiдповiднi форми Тiтса не є додатно (вiдповiдно,
невiд’ємно) визначеними.

У данiй роботi використовуватимемо поняття, результати i термiнологiю робiт [1, 2]. В остан-
нiй з них вивчалися слабокритичнi та, вiдповiдно, слабонадкритичнi скiнченнi турнiри, тоб-
то скiнченнi множини з рефлексивними антисиметричними вiдношеннями (зокрема, частко-
во впорядкованi множини) i вiдповiднi їм слабокритичнi та слабонадкритичнi графiчнi цiлi
квадратичнi форми (форми Тiтса таких турнiрiв), а також бiєктивно пов’язанi з останнiми,
вiдповiднi графiчним формам переривчатi графи (пiдлеглi графи таких турнiрiв), тобто
неорiєнтовнi графи без петель та кратних ребер, усi ребра яких — переривчатi [1].

Нагадаємо, що турнiр, за означенням, є слабокритичним (слабонадкритичним), якщо
вiдповiдна йому квадратична форма Тiтса не є додатно (вiдповiдно, невiд’ємно) визначеною
на вiдмiну вiд усiх власних пiдтурнiрiв даного турнiру, форми Тiтса яких вже такими є.

У роботi [2] введено поняття (0,1) еквiвалентностi, тобто деякої явно визначеної еквi-
валентностi на множинi переривчатих графiв, що вiдповiдає певнiй лiнiйнiй цiлочисельнiй
еквiвалентностi (яка також позначається як (0,1) еквiвалентнiсть) на множинi всiх графiч-
них (цiлих квадратичних) форм, причому ця еквiвалентнiсть зберiгає властивостi слабої
критичностi та слабої надкритичностi турнiрiв, для яких пiдлеглi їм переривчатi графи
є (0,1) еквiвалентними. У теоремi 3 [2] доведено, що турнiр (M,w) з рефлексивним антиси-
метричним вiдношенням w на скiнченнiй множинi елементiв M є слабокритичним (вiдповiд-
но, слабонадкритичним) тодi i лише тодi, коли пiдлеглий цьому турнiру та вiдповiдний його
квадратичнiй формi Тiтса f = fw переривчатий граф Γ = Γw = Γf є (0,1) еквiвалентним
переривчатому графу Γ деякої критичної (вiдповiдно, надкритичної) графiчної квадратич-
ної форми f (або, що рiвносильно, iснує певна лiнiйна цiлочислова еквiвалентнiсть, а саме
(0,1) еквiвалентнiсть, мiж цiлими квадратичними графiчними формами f та f).

Iншими словами, турнiр (M,w) буде слабокритичним (вiдповiдно, слабонадкритичним)
тодi i тiльки тодi, коли пiдлеглий йому переривчатий граф Γ є (0,1) еквiвалентним пере-
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Рис. 1 Рис. 2

ривчатому графу Γ деякого критичного (вiдповiдно, надкритичного) турнiру (M,w), тобто
такого турнiру (M,w), форма Тiтса f , fw якого є критичною (вiдповiдно, надкритичною)
графiчною квадратичною формою. (Зауважимо, мiж iншим, що з результатiв [3, 4] випли-
ває, що у випадку, коли w є вiдношенням часткового порядку на множинi M , критичнiсть
та, вiдповiдно, надкритичнiсть форми Тiтса fw є необхiдною та достатньою умовою критич-
ностi та, вiдповiдно, надкритичностi частково впорядкованої множини (M,w) у класичному
сенсi теорiї зображень, тобто в тому сенсi, що (M,w) є мiнiмальною частково впорядкова-
ною множиною, яка має нескiнченний та, вiдповiдно, неручний зображувальний тип.)

Як вiдомо, список KR усiх критичних графiчних квадратичних форм у виглядi списку
[KR] вiповiдних їм переривчатих графiв був вперше отриманий та опублiкований у класич-
нiй монографiї К. Рiнгеля [1]. Це — пiдлеглi переривчатi графи критичних частково впо-
рядкованих множин з вiдомого списку Клейнера [5] K = {(1, 1, 1, 1); (2, 2, 2); (1, 3, 3); (1, 2, 5)
та KL}, де означення частково впорядкованої множини KL наведено нижче (список зазна-
чених пiдлеглих графiв на честь М. Клєйнера позначимо для зручностi через [K]), а також
ще один новий (переривчатий) граф — “граф Рiнгеля” — [R] (зображення якого див. на
рис. 2), який не вiдповiдає жоднiй частково впорядкованiй множинi, тобто при будь-якiй
орiєнтацiї його переривчатих ребер ми отримаємо турнiри (їхню скiнченну множину на
честь К. Рiнгеля будемо позначати через R) з вiдношеннями, якi не є вiдношеннями част-
кового порядку (отже, якщо коротко, [KR] = [K]

⋃
{[R]}). (Зауважимо, що вище ми через

(l1, . . . , lm) позначаємо частково впорядковану множину, яка є кардинальною сумою m лi-
нiйно впорядкованих множин, що складаються вiдповiдно з l1, . . . , lm елементiв, а зображене
на рис. 1 — частково впорядкована множина KL = {a1 < a2 > b1 < b2; c1 < c2 < c3 < c4}.)
Щодо надкритичних графiчних форм та вiдповiдних їм переривчатих графiв, то їхнiй явний
список, подiбно списку Рiнгеля, який у випадку критичностi необхiдний для явного опису
слабокритичних турнiрiв (зокрема, вiдповiдних частково впорядкованих множин), анало-
гiчним чином є необхiдним для опису слабонадкритичних турнiрiв (зокрема, вiдповiдних
частково впорядкованих множин). Його явне знаходження, яке, подiбно списку К. Рiнге-
ля, становить, безумовно, самостiйний iнтерес i важливе з точки зору теорiї цiлочисельних
квадратичних форм, а також частково подальше застосування обох спискiв до дослiджува-
ного питання опису слабокритичних та слабонадкритичних турнiрiв (зокрема, вiдповiдних
частково впорядкованих множин) i є метою та змiстом дослiдження автора, результати
якого анонсованi в [6] i наведенi в цiй роботi.

Головний результат дослiджень вiдображений в теоремi 1.
Теорема 1. Нехай M — n-елементна скiнченна множина з рефлексивним антисимет-

ричним вiдношенням w на M (турнiр) з пiдлеглим (переривчатим) графом Γ; f = fw —
квадратична форма Тiтса турнiру (M,w), яка вiдповiдає переривчатому графу Γ (fw =
= fΓ = f(x0, x1, . . . , xn)).

Рiвносильнi такi умови: 1) (M,w) — надкритичний турнiр;
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Рис. 3 Рис. 4

2) fw = fΓ — надкритична графiчна квадратична форма;
3) Γ — або пiдлеглий (переривчатий) граф однiєї з надкритичних частково впорядкова-

них множин з вiдомого списку K = {(1, 1, 1, 1, 1); (2, 2, 3); (1, 2, 6); (1, 1, 1, 2) та KL = {a1 <
< a2 > b1 < b2; c1 < c2 < c3 < c4 < c5} (див. рис. 3) Назарової–Завадського [7, 4], який, по
сутi, складається з деяких природних одноточкових розширень частково впорядкованих
множин зi списку K М. Клєйнера (список зазначених пiдлеглих графiв природно позначи-
ти через [K]), або ж Γ є “розширеним графом Рiнгеля”, що зображений на рис. 4: (граф,
пiдлеглий для турнiрiв з вiдповiдної скiнченної множини R, якi не є частково впорядко-
ваними множинами при будь-якiй орiєнтацiї Г). При цьому (що рiвносильно) вiдповiдна
(переривчатому) графу Γ та турнiру (M,w) графiчна цiла квадратична форма fw = fΓ або
є формою Тiтса деякої надкритичної частково впорядкованої множини (з вiдомого списку
KR останнiх Назарової–Завадського [7, 4]), або ж fw = fΓ є формою Тiтса всiх турнiрiв
з множини R (i якi не є частково впорядкованими множинами), тобто в останньому
випадку fw = fΓ є графiчною формою, вiдповiдною розширеному графу Рiнгеля [R].

Iншими словами, коротко можна перефразувати п. 3 теореми так:

Γ ∈ [KR] = [K]
⋃
{[R]} , [K]

⋃
{[R]}

(де рисочка вгорi позначає деякi одноточковi розширення графiв), тобто Γ є природним
одноточковим розширенням деякого критичного (переривчатого) графу з класичного спис-
ку [KR] = [K]

⋃
{[R]} Рiнгеля переривчастих графiв, вiдповiдних критичним графiчним

квадратичним формам [1].
Наведемо короткий начерк доведення цього результату.
1 ⇒ 2. Умова 1 означає, що f є центронадкритичною [2], тобто всi її власнi пiдформи

f |xi=0 окрiм, можливо, пiдформи f |x0=0, що вiдповiдає, центральнiй змiннiй x0 (єдинiй змiн-
нiй, що не вiдповiдає вершинам графу Г), — слабоневiд’ємнi. Але f |x0=0 — слабоневiд’ємна,
зважаючи на те, що всi ребра графу Г — переривчатi. Тому, насправдi, f є надкритичною.

2 ⇒ 1. Очевидно, якщо f — надкритична, то вона тим бiльше буде центронадкритичною,
тобто (M,w) — надкритичний турнiр.

3 ⇒ 2. Якщо Γ ∈ [K], то Γ — пiдлеглий (переривчатий) граф деякої надкритичної
(у сенсi теорiї зображень) частково впорядкованої множини M = (M,6), а тому f = fΓ =
= fw — надкритична, як форма Тiтса надкритичної частково впорядкованої множини M [4].
Якщо ж Γ = [R] (див. рис. 4), то легко перевiрити, що fΓ(x0, x1, . . . , x9) — надкритична
графiчна форма (де для i = 1, . . . , 9 нумерацiя змiнних xi вiдповiдає нумерацiї вершин
переривчатого графа Γ = [R] на рис. 4, а x0 — центральна змiнна, яка не вiдповiдає жоднiй
вершинi переривчатого графа Γ).

Дiйсно, покладаючи x0 = 8, x1 = x2 = · · · = x8 = 2, x9 = 1, маємо:

f(x0, . . . , x9) = −1 < 0.
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В цей же час, при i = 6, 7, 8, 9 f|xi=0 — графiчна форма, що вiдповiдає переривчато-
му графу, iзоморфному критичному графу Рiнгеля [R] (див. рис. 2), а при i = 1, 2, 3, 4, 5
f |xi=0 — графiчна форма, яка вiдповiдає пiдлеглому графу критичної “кривої” (тобто єдиної
не примiтивної) клєйнеровської частково впорядкованої множини KL (див. рис. 1).

Таким чином, в обох випадках f |xi=0 — критична, а тому — слабоневiд’ємна форма.
Отже, ми пересвiдчилися, що всi форми fΓ для Γ ∈ [K]

⋃
{[R]} — надкритичнi.

2 ⇒ 3. Це — важка частина доведення теореми, що означає повноту списку [K]
⋃
{[R]}

надкритичних графiчних форм.
Нам знадобиться ряд попереднiх фактiв, встановлених у роботах автора [8, 9], якi разом

з їх доведенням наводились у [2] i якi для зручностi ми з’єднаємо в такому твердженнi.
Твердження 1. Нехай f — критична (вiдповiдно, надкритична) квадратична форма

з дiйсними коефiцiєнтами. Тодi:
1) усi власнi пiдформи форми f — додатно (вiдповiдно невiд’ємно) визначенi;
2) форма f може набувати недодатних (вiдповiдно вiд’ємних) значень лише на векто-

рах з координатами одного знаку, а на векторах ~x з координатами xi, xj рiзних знакiв
(xi · xj < 0) форма f набуває лише додатних значень: f(~x) > 0.

Звiдси, як зазначив фон Хьоне [10], випливають такi властивостi надкритичних цiлих
форм, якi ми для зручностi з’єднаємо в одне твердження.

Твердження 2. Якщо f(x1, . . . , xn) — цiла надкритична квадратична форма, n > 2,
то:

1) сигнатура форми f дорiвнює (n−1, 1), тобто додатний iндекс iнерцiї дорiвнює n−1,
а вiд’ємний дорiвнює 1 (зокрема, f — невироджена квадратична форма);

2) будь-яка власна пiдформа f i , f |xi=0, або додатно визначена, або є критичною,
причому останнiй випадок завжди реалiзується для деякої власної пiдформи f i = f |xi=0.

Таким чином, бiграф [1] будь-якої надкритичної цiлої квадратичної форми f є одноточ-
ковим розширенням бiграфа деякої критичної цiлої форми (з точнiстю до перенумерацiї
змiнних або вiдповiдних вершин бiграфа без втрати загальностi ми можемо вважати, що
саме форма fn = f |xn=0 — критична);

3) якщо {~e1, . . . , ~en} — стандартна канонiчна база R
n, форма fn = f |xn=0 — критична,

~r =
n−1∑

i=1

ri, ~ei мiнiмальний (а насправдi найменший) додатний цiлочисельний радикальний

вектор критичної форми fn, то (r, en) < 0 (де ( , ) означає симетричну бiлiнiйну форму
на R

n, асоцiйовану з f), а вектор 2r+ en — надкритичний для f , тобто це — цiлочисельний
додатний вектор, на якому форма f набуває вiд’ємного значення: f(2r + en) 6 −1 < 0.

Наслiдок. Переривчатий граф Γ будь-якої надкритичної графiчної форми f =
= f(x0, x1 . . . , xn, xn+1) (де змiнна x0 є центральною, тобто, на вiдмiну вiд iнших, не
вiдповiдає вершинам графа Γ) є одноточковим розширенням переривчатого графа Γ деякої
критичної графiчної форми f = f |xi=0, i 6= 0 (з точнiстю до iзоморфiзму графiв можна
вважати, що i = n + 1, тобто f = f(x0, x1, . . . , xn) = f |xn+1=0). Таким чином, Γ є одно-
точковим розширенням деякого переривчатого графа Г зi списку [KR] K. Рiнгеля [1].

Дiйсно, згiдно з твердженням 2, для деякого i = 0, 1, . . . , n, n + 1 форма f = f |xi=0

є критичною. Але при i = 0 у форми f |xi=0 всi коефiцiєнти невiд’ємнi, а коефiцiєнти при
квадратах змiнних — одиничнi. Отже, вона є слабододатною i тому не може бути критичною.
Звiдси i 6= 0, але тодi вiдповiдна критична форма f = f |xi=0, очевидно, є графiчною.

Тепер, аби переконатися у повнотi списку [K]
⋃
{[R]} переривчатих графiв надкритич-

них графiчних форм, нам достатньо оглянути всi можливi переривчатi графи Γ, якi є одно-
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точковими розширеннями вiдповiдних переривчатих графiв зi списку К. Рiнгеля [K]∪{[R]}.
При цьому ключову роль вiдiграють факти, якi ми для зручностi об’єднаємо в таке

Твердження 3. Нехай переривчатий граф Γ = Γf графiчної форми f =

= f(x0, x1, . . . , xn, xn+1) є одноточковим розширенням переривчатого графа Γ = Γf гра-
фiчної форми f (f = f |xi=0, де i 6= 0). Тодi:

1) якщо Γ є пiдлеглим графом деякої примiтивної частково впорядкованої множини
(зокрема, якщо Γ ∈ [K]\{[KL]}), то Γ також є пiдлеглим графом деякої частково впоряд-
кованої множини (але, взагалi кажучи, необов’язково примiтивної);

2) якщо Γ — пiдлеглий граф непримiтивної частково впорядкованої множини KL
(див. рис. 1) зi списку Клєйнера [5], а вiдповiдна графу Γ графiчна форма f є надкритичною,
то або Γ є пiдлеглим (переривчатим) графом частково впорядкованої множини KL (яка
є природним одноточковим розширенням “кривої”, тобто єдиної непримiтивної частково
впорядкованої множини KL зi списку М. Клєйнера) (див. рис. 3), або ж Γ є розширеним
графом Рiнгеля: Γ ∼= [R] (див. рис. 4);

3) якщо Γ = [R] (див. рис. 2), тобто, якщо Γ є графом Рiнгеля, а вiдповiдна Γ графiчна
форма f є надкритичною, то Γ ∼= [R] — розширений граф Рiнгеля (див. рис. 4).

Нарештi, можна завершити доведення повноти списку [K]
⋃

[R] переривчатих графiв
надкритичних графiчних форм (а з ним — i теореми 1 у цiлому).

Дiйсно, з твердження 3 та наслiдку твердження 2, взятих у сукупностi, випливає, що
переривчатий граф Γ будь-якої надкритичної графiчної форми f або є iзоморфним розшире-
ному графу Рiнгеля [R], або ж є пiдлеглим графом деякої частково впорядкованої множини
з надкритичною квадратичною формою Тiтса. Але ж в останньому випадку, згiдно з [4],
всi цi частково впорядкованi множини є надкритичними (у сенсi теорiї зображень) i скла-
дають вiдомий список K ([7, 4]) Назарової–Завадського. Отже, Γ або є iзоморфним [R], або
є пiдлеглим графом деякої надкритичної частково впорядкованої множини зi списку K.
Це завершує доведення повноти наведеного списку (переривчатих) графiв надкритичних
графiчних квадратичних форм, а разом з тим — i теореми 1.

Отриманий результат з урахуванням вищенаведеної теореми 3 з роботи автора [2] дозво-
ляє описати не лише критичнi, а й надкритичнi турнiри. Випадок частково впорядкованих
множин розглянуто також В.М. Бондаренком та М.В. Стьопочкiною в роботах [11, 12].
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М.В. Зельдич

Сверхкритические графические квадратичные формы

и слабосверхкритические турниры

В классической монографии К. Рингеля [1] было введено понятие графической целой квад-
ратичной формы, которое является обобщением формы Титса частично упорядоченного
множества, и были описаны все критические (т. е. минимальные неслабоположительные)
графические целые квадратичные формы в виде явного списка соответствующих им “пре-
рывистых” графов (т. е. неориентированных графов без петель и кратных ребер, все ребра
которых — прерывистые). В предлагаемой работе этот результат обобщается автором на
случай сверхкритических (т. е. минимальных неслабонеотрицательных) графических целых
квадратичных форм. Полученный результат (вместе с ранее полученными результатами
автора и К. Рингеля) позволяет дать явное описание слабокритических и, соответствен-
но, слабосверхкритических турниров (в частности, частично упорядоченных множеств),
т. е. минимальных турниров (в частности, частично упорядоченных множеств), для ко-
торых соответствующие формы Титса не являются положительно (соответственно, не-
отрицательно) определенными.

M.V. Zeldich

Hypercritical graphical quadratic forms and weakly hypercritical

tournaments

In the classic monograph of C. Ringel [1], the concept of a graphical integral quadratic form, which
is a generalization of the notion of the Tits form of a partially ordered set was introduced, and the
all critical (i. e. minimal non-weakly positive) graphical integral quadratic forms in the shape of an
explicit list of “dotted” graphs (i. e. undirected graphs without loops and multiple edges, the all ones
of which are dotted) corresponding to them where described. Here this result is generalized to the
case of hypercritical (i. e. minimal non-weakly non-negative) graphical integral quadratic forms. The
obtained results (together with earlier results of author and C. Ringel) allow us to give an explicit
description of all weakly critical and, respectively, weakly hypercritical tournaments (in particular,
of corresponding partially ordered sets), that is the minimal ones, for which Tits forms are not
positive or, respectively, nonnegative definite.
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