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Доведено iснування мiнiмальної системи твiрних у групi всiх автоморфiзмiв бiнарного

кореневого дерева.

1. B. Csákány та F. Gécseg [1] в 1965 р. поставили питання — чи мають мiнiмальнi сис-
теми твiрних напiвгрупа всiх автоматних перетворень, напiвгрупа скiнченно-автоматних
перетворень, група всiх бiєктивних автоматних перетворень та група бiєктивних скiнчен-
но-автоматних перетворень над довiльним алфавiтом, який мiстить хоча б двi лiтери?

Невдовзi для напiвгруп була отримана негативна вiдповiдь. Це довели незалежно
С. Альошин [2] в 1970 р. та P. Dömösi [3] в 1972 р. Питання для груп залишається вiд-
критим i сьогоднi. Згадана проблема формулювалася також у роботах P. Dömösi, зокрема,
в [4, Problem 2.1].

З робiт, пов’язаних з даною проблемою, вiдзначимо роботу А. Олiйника [5], в якiй до-
водиться, що скiнченно становий вiнцевий добуток напiвгруп перетворень не є скiнченно
породженим i в певних випадках навiть не має мiнiмальної системи твiрних.

Також вiдзначимо ряд робiт про системи твiрних у проективних границях вiнцевих до-
буткiв груп, в яких вивчалися рiзнi аспекти скiнченної породженостi таких груп (як про-
скiнченних груп) [6–9].

Зауважимо, що група всiх бiєктивних автоматних перетворень над скiнченним алфа-
вiтом iзоморфна групi всiх автоморфiзмiв однорiдного кореневого дерева вiдповiдної ва-
лентностi.

У роботi доведено iснування мiнiмальної системи твiрних у групi всiх автоморфiзмiв
бiнарного кореневого дерева. Тобто дано позитивну вiдповiдь на проблему iснування мiнi-
мальної системи твiрних групи всiх бiєктивних автоматних перетворень над алфавiтом iз
двох лiтер.

2. Нехай X = {a, b} — алфавiт. Нагадаємо визначення дерева слiв TX над алфавiтом X.
Множина вершин V (TX) дерева слiв TX є множиною найможливiших послiдовностей ви-
гляду

i0i1 · · · in−1, ik ∈ X, n > 0, 0 6 k 6 n,

разом з порожньою послiдовнiстю Λ, яка вiдповiдає випадку n = 0. Вершини u, v ∈ V (TX)
з’єднуються ребром у деревi TX в тому i лише в тому випадку, коли одна з них є безпо-
середнiм продовженням iншої, тобто одна з них має вигляд i0 · · · in−1in, а iнша i0 · · · in−1,
ik ∈ X (0 6 k 6 n). Множина всiх слiв довжини n називається рiвнем номер n дерева TX .

Кожне бiнарне кореневе дерево iзоморфне дереву слiв над алфавiтом з двох елементiв.
Нехай v = i1 · · · in ∈ V (TX). Ми позначатимемо TX(v) повне пiддерево дерева TX , мно-

жина вершин якого є такою:

V (TX(v)) = {j1 · · · jk | k > n, j1 = i1, . . . , jn = in}.
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Бiєкцiя

f : V (TX) → V (TX)

називається автоморфiзмом дерева слiв TX , якщо Λf = Λ i f зберiгає вiдношення iнци-
дентностi вершин. Множина всiх автоморфiзмiв дерева слiв TX утворює групу, яку ми
позначатимемо AutTX .

Група всiх автоморфiзмiв, якi фiксують всi вершини рiвня номер n, позначається Stab(n)
i називається стабiлiзатором рiвня номер n.

Якщо v ∈ V (T ), то множина всiх автоморфiзмiв g ∈ AutTX , якi фiксують кожну верши-
ну зовнi пiддерева TX(v), називається вершинною групою (або жорстким стабiлiзатором
вершини) i позначається rist v.

Поняття “жорсткий стабiлiзатор” та “вершинна група” належать Р. I. Григорчуку [10].
Говоритимемо, що елемент g є нетривiальною пiдстановкою у вершинi v, якщо g ∈ rist v

i для довiльного скiнченного слова w над алфавiтом X виконуються рiвностi g(vaw) = vbw

та g(vbw) = vaw.

Для кожного натурального i визначимо дiю групи C
(i)
2 порядку 2 на деревi TX таким

чином. Нетривiальний елемент g з C
(i)
2 визначається як нетривiальна пiдстановка у вершинi

aa · · · a
︸ ︷︷ ︸

i

b.

Нехай

C =
∏

i>1

C
(i)
2 .

Тодi C є пiдгрупою жорсткого стабiлiзатора rist a.
Група C має мiнiмальну систему твiрних (базис Гамеля) як лiнiйний простiр над полем

з двох елементiв.
Нехай також

R = (rist b)′.

Зауважимо, що так визначена група R iзоморфна комутанту всiєї групи AutTX .
Визначимо ще два елементи з AutTX : σ — нетривiальнапiдстановка у кореневiй верши-

нi Λ та σ0 = (σ, 1) — нетривiальна пiдстановка у вершинi a.
Нехай I — множина iндексiв, 1 ∈ I, B = {ci | i ∈ I} — мiнiмальна система твiрних C,

причому c1 — це нетривiальна пiдстановка у вершинi ab, а решта твiрних належать стабi-
лiзатору третього рiвня.

Зафiксуємо бiєкцiю φ : I → R i визначимо множину елементiв з AutTX :

H = {ciφ(i) : i ∈ I}.

Теорема 1. Множина

H
⋃
{σ, σ0}

є мiнiмальною системою твiрних групи AutTX .
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Доказано существование минимальной системы образующих в группе всех автоморфизмов

бинарного корневого дерева.
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The existence of a basis in the full automorphism group of a binary rooted tree is proved.
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