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Пiдгрупа H групи G називається спряжено-переставною, якщо HHg = HgH для кожно-

го елемента g ∈ G. Доведено субнормальнiсть спряжено-переставних пiдгруп у деяких

класах нескiнченних груп, таких, наприклад, як чернiковськi або майже полiциклiчнi

групи. Доведено, що в iнших класах нескiнченних груп, таких, наприклад, як майже

розв’язнi мiнiмакснi групи, кожна спряжено-переставна пiдгрупа є зростаючою. Та-

кож розглянуто структуру нескiнченних груп, кожна циклiчна пiдгрупа яких є спря-

жено-переставною.

Пiдгрупа H групи G називається переставною в групi G, якщо вона переставна з будь-якою
пiдгрупою K групи G, тобто HK = KH. Переставнi пiдгрупи є природним узагальненням
нормальних пiдгруп. Вивчення властивостей таких пiдгруп почалося достатньо давно i ви-
явилося досить плiдним (див., наприклад, [1]). Зокрема, були описанi групи (скiнченнi та
нескiнченнi), в яких усi пiдгрупи переставнi (див., наприклад, [1, 2.4]). У роботi [2] були
розглянутi групи, що мають таку властивiсть: HHg = HgH для кожного елемента g ∈ G.
Пiзнiше такi пiдгрупи були названi спряжено-переставними в G [3]. У роботi [2] доведено,
що кожна спряжено-переставна пiдгрупа скiнченної групи є субнормальною. У роботi [3]
цей результат був повторений. Т. Фогель [4] розглянув деякi властивостi груп, усi циклiчнi
пiдгрупи яких спряжено-переставнi. У роботi [5] описанi скiнченнi групи, в яких кожна спря-
жено-переставна пiдгрупа є переставною. Деякi властивостi спряжено-переставних пiдгруп
отриманi в [6]. Зокрема, доведено, що якщо група G задовольняє умови максимальностi
та мiнiмальностi, то кожна її спряжено-переставна пiдгрупа є субнормальною. Зауважимо,
що для багатьох типiв груп G той факт, що вона одночасно задовольняє обидвi умови ма-
ксимальностi та мiнiмальностi, призводить до скiнченностi G. Наприклад, це має мiсце для
локально ступiнчатих груп. Нагадаємо, що група G називається локально ступiнчатою,
якщо кожна її скiнченно породжена пiдгрупа мiстить власну пiдгрупу скiнченного iндексу.
Для багатьох типiв груп G той факт, що G задовольняє умову максимальностi (вiдповiд-
но мiнiмальностi), означає, що G є майже полiциклiчною (вiдповiдно чернiковською) гру-
пою. Тому природно виникає питання про спряжено-переставнi пiдгрупи в чернiковських
та майже полiциклiчних групах.

У данiй роботi, зокрема, доведено, що спряжено-переставнi пiдгрупи в чернiковських
та майже полiциклiчних групах є субнормальними. Не можна стверджувати, що спряже-
но-переставнi пiдгрупи будь-якої групи є субнормальними, оскiльки iснують приклади пере-
ставних пiдгруп, що не є субнормальними. Але кожна переставна пiдгрупа є зростаючою за
вiдомою теоремою С. Стоунхевера ([7, теорема А]). Тому виникає природне питання: в яких
класах нескiнченних груп кожна спряжено-переставна пiдгрупа є зростаючою? Нами були
знайденi деякi з таких класiв.

Вiдзначимо спочатку такi властивостi спряжено-переставних пiдгруп.
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Твердження 1. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Якщо впо-
рядкована за включенням множина

M = {(g−1

1
Hg1) · · · (g

−1

k Hgk) | g1, . . . , gk ∈ G, k ∈ N}

задовольняє умову максимальностi, то HG 6= G.
Виходячи вiд нормального замкнення пiдгрупи H, побудуємо спадний ряд послiдовних

нормальних замкнень H в G

HG = H0 > H1 > · · · > Hα > Hα+1 > · · · > Hγ

за таким правилом: Hα+1 = Hα
H для кожного α < γ, Hλ =

⋂
µ<λ Hµ для граничного

порядкового числа λ. Останнiй член Hγ цього ряду називається нижнiм нормальним замк-
ненням H в G. Пiдгрупа H називається спадною в G, якщо H збiгається зi своїм нижнiм
нормальним замкненням.

Теорема 1. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Якщо впорядко-
вана за включенням множина

M = {(g−1

1
Hg1) · · · (g

−1

k Hgk) | g1, . . . , gk ∈ G, k ∈ N}

задовольняє умову максимальностi, то H є спадною пiдгрупою G.
Наслiдок 1. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Якщо G задо-

вольняє умову максимальностi, то H є спадною пiдгрупою G.
Наслiдок 2 [6]. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Якщо G

одночасно задовольняє умову максимальностi i мiнiмальностi, то H є субнормальною
пiдгрупою G.

Нагадаємо, що пiдгрупа H групи G називається майже нормальною, якщо множина
{Hg | g ∈ G} є скiнченною. Це рiвносильно тому, що iндекс |G : NG(H)| є скiнченним.

Наслiдок 3. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Якщо H є май-
же нормальною в G, то H — субнормальна пiдгрупа G.

Наслiдок 4 [6]. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Якщо H має
скiнченний iндекс в G, то H є субнормальною пiдгрупою G.

Якщо G — група, то через Tor(G) позначатимемо максимальну нормальну перiодичну
пiдгрупу G. Зазначимо, що якщо G — локально нiльпотентна група, то Tor(G) є її характе-
ристичною пiдгрупою, бiльш того фактор-група G/Tor(G) не має скруту.

Нагадаємо, що абелева група G називається мiнiмаксною, якщо вона мiстить у собi таку
вiльну абелеву пiдгрупу H скiнченного 0-рангу, що G/H є чернiковською групою.

Твердження 2. Нехай G — група, A — її нормальна абелева пiдгрупа без скруту.
Припустимо, що A — мiнiмаксна. Нехай H — пiдгрупа G, для якої G = AH. Якщо H
є спряжено-переставною пiдгрупою G, то H є субнормальною в G.

Нехай G — майже розв’язна група. Будемо говорити, що G — мiнiмаксна, якщо G має
скiнченний ряд нормальних пiдгруп, нескiнченнi фактори якого є абелевими та мiнiма-
ксними.

Нехай G — майже розв’язна мiнiмаксна група. Оскiльки її абелевi перiодичнi пiдгрупи
є чернiковськими, то Tor(G) є чернiковською. Нехай div(G) — максимальна подiльна пiдгру-
па Tor(G) (подiльна частина G). Тодi G/div(G) мiстить у собi таку нормальну нiльпотентну
пiдгрупу L/div(G) без скруту, що G/L — майже абелева та скiнченно породжена [8, теоре-
ма 4]. Якщо div(G) = 〈1〉, то G називається редукованою мiнiмаксною групою.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2012, №8 19



Наслiдок 5. Нехай G — майже розв’язна мiнiмаксна група, H — її спряжено-пере-
ставна пiдгрупа. Якщо G — редукована, то H є субнормальною пiдгрупою G.

Наслiдок 6. Нехай G — майже полiциклiчна група, H — її спряжено-переставна
пiдгрупа. Тодi H є субнормальною пiдгрупою G.

Вище вiдзначалося, що якщо спряжено-переставна пiдгрупа H має скiнченну множину
спряжених з нею пiдгруп, то вона є субнормальною. Зазначимо, що якщо множина спряже-
них H пiдгруп є скiнченною, то NG(H) мiстить у собi G-iнварiантну пiдгрупу K, для якої
фактор–група G/K є скiнченною. Нижчеподаний наслiдок узагальнює цю ситуацiю.

Наслiдок 7. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Припустимо, що
NG(H) мiстить у собi таку G-iнварiантну пiдгрупу K, що фактор-група G/K є майже
розв’язною та редукованою мiнiмаксною групою. Тодi H є субнормальною пiдгрупою G.

Розглянемо тепер спряжено-переставнi пiдгрупи чернiковських груп.
Теорема 2. Нехай G — чернiковська група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа.

Тодi H є субнормальною пiдгрупою G. Бiльш того, [H,div(G)] = 〈1〉.
Наведений нижче результат значно посилює теорему 2.7 статтi [6].
Наслiдок 8. Нехай G — група, циклiчнi пiдгрупи якої є спряжено-переставними. Якщо

G задовольняє умову мiнiмальностi, то G є нiльпотентною чернiковською групою.
Теорема 3. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Припустимо,

що G мiстить у собi нормальну пiдгрупу L, що задовольняє такi умови:
а) G = LH;
б) L має зростаючий ряд H-iнварiантних пiдгруп, фактори якого або скiнченнi, або

є абелевими мiнiмаксними групами.
Тодi H є зростаючою пiдгрупою G.
Наслiдок 9. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Припустимо,

що G має зростаючий ряд нормальних пiдгруп, фактори якого або скiнченнi, або є абеле-
вими мiнiмаксними групами. Тодi H є зростаючою пiдгрупою G.

Наслiдок 10. Нехай G — майже розв’язна мiнiмаксна група, H — її спряжено-пере-
ставна пiдгрупа. Тодi H є зростаючою пiдгрупою G.

Наслiдок 11. Нехай G — група, H — її спряжено-переставна пiдгрупа. Припусти-
мо, що NG(H) мiстить у собi таку G-iнварiантну пiдгрупу K, що фактор-група G/K
має зростаючий ряд нормальних пiдгруп, фактори якого або скiнченнi, або є абелевими
мiнiмаксними групами. Тодi H є зростаючою пiдгрупою G.

Як уже зазначалося вище, в роботi [4] було розпочато розгляд груп, циклiчнi пiдгрупи
яких є спряжено-переставними. Сформульований нижче результат дає суттєве посилення
результатiв роботи [4].

Теорема 4. Нехай G — група, всi циклiчнi пiдгрупи якої спряжено-переставнi. То-
дi G — локально нiльпотентна та гiперабелева. Бiльш того, фактор-група G/Tor(G)
є нiльпотентною класу не вище 3.

Як наслiдки з цiєї теореми випливають теореми 4.1 та 4.6 рoботи [4].
Наслiдок 12. Нехай G — група, всi пiдгрупи якої спряжено-переставнi. Тодi G —

локально нiльпотентна та гiперабелева. Бiльш того, фактор-група G/Tor(G) є нiльпо-
тентною класу не вище 3.

Як наслiдок з цiєї теореми випливає теорема 2.7 рoботи [4].
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Cопряженно-перестановочные подгруппы некоторых бесконечных

групп

Подгруппа H группы G называется сопряженно-перестановочной, если HHg = HgH для

каждого элемента g ∈ G. Доказана субнормальность сопряженно-перестановочных под-

групп в некоторых классах бесконечных групп, таких, например, как черниковские или поч-

ти полициклические группы. Доказано, что в других классах бесконечных групп, таких, на-

пример, как почти разрешимые минимаксные группы, каждая сопряженно-перестановочная

подгруппа будет возрастающей. Также изучена структура бесконечных групп, каждая цик-

лическая подгруппа которых является сопряженно-перестановочной.

L.A. Kurdachenko, J.M. Munoz-Escolano, N. A. Turbay

Conjugate-permutable subgroups in some infinite groups

A subgroup H of a group G is called conjugate-permutable in G if HHg = HgH for each element

g ∈ G. We proved that a conjugate-permutable subgroups are subnormal in some classes of infinite

groups, in particular, in polycyclic-by-finite groups and in Chernikov groups. We find the classes of

infinite groups, in which every conjugate-permutable subgroup is always ascendant, and we consider

the structure of infinite groups, whose cyclic subgroups are conjugate-permutable.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2012, №8 21


