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Визначено вплив форми електрода на виникнення нестiйкостi Хопфа, що дає поча-
ток спонтанним перiодичним коливанням струму у модельнiй електрохiмiчнiй систе-
мi. Електрохiмiчна реакцiя у вибранiй моделi пов’язана з потенцiалозалежною адсорб-
цiєю/десорбцiєю електроактивних частинок на плоскiй, цилiндричнiй або сферичнiй
електроднiй поверхнi та попередньою хiмiчною реакцiєю у дифузiйному шарi Нернста
при потенцiостатичних умовах експерименту. Показано, що область потенцiалiв, де
в системi може виникнути нестiйкiсть Хопфа, є найбiльшою для випадку плоского
електрода. Така область потенцiалiв для сферичного електрода є найменшою.

У рiзноманiтних нерiвноважних системах можна спостерiгати спонтанне виникнення ко-
ливань та бiльш складних самоорганiзованих структур [1–3]. Основнi принципи їх форму-
вання та динамiки унiверсальнi, тобто не залежать вiд природи окремої системи. Одним
iз механiзмiв формування нерiвноважних структур є спiльна дiя локального нелiнiйного
процесу перетворення, що має позитивний зворотний зв’язок (автокаталiз, поверхневi фа-
зовi переходи та iншi), i транспортних процесiв, таких як дифузiя i мiграцiйнi струми, що
просторово зв’язують локальну реакцiйну динамiку системи. Зв’язок реакцiйно-дифузiйної
динамiки з ефектом границь до сьогоднi є предметом теоретичних i експериментальних
дослiджень [4–11].

Дана робота є продовженням бiфуркацiйних дослiджень модельної електрохiмiчної сис-
теми, що адекватно описує процес анодного розчинення — пасивацiї металiв або окислення
малих органiчних молекул на поверхнi благородних металiв [6–11]. У роботi наведено необ-
хiднi умови для реалiзацiї нестiйкостi Хопфа у вибраному модельному процесi на поверхнi
цилiндричного електрода та проведено порiвняння з ранiше отриманими нами результатами
для плоского та сферичного електродiв [8–11].

Умови реалiзацiї у системi динамiчної нестiйкостi Хопфа, що веде до появи перiодич-
них коливань струму, визначаються за iмпедансними дiаграмами [12–15]. Як вiдомо, iмпе-
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дансний спектр дає лiнiйну iнформацiю про електрохiмiчну систему у досить широкому
дiапазонi частот i пов’язаний iз бiфуркацiйним аналiзом її стiйкостi.

Теоретична частина. Схематично дослiджуваний модельний електрохiмiчний процес
можна подати у такому виглядi [8–11]:

Bbulk

k1
⇄

k2

Abulk → Asurf

ka
⇄

kd

Aads
Ke−→ P + e, (1)

де k1, k2 — константи швидкостi прямої та зворотної хiмiчної реакцiї, а ka, kd, Ke — конс-
танти швидкостi адсорбцiї, десорбцiї i переносу електрона вiдповiдно.

Електроактивнi частинки одного сорту, що виникають у результатi попередньої хiмiчної
реакцiї, дифундують iз дифузiйного шару Нернста до поверхнi цилiндричного електрода, на
якiй вони адсорбуються та електрохiмiчно окислюються. Якщо знехтувати впливом омiчних
втрат i впливом подвiйного шару, кiнетичними рiвняннями електрокаталiтичної реакцiї на
поверхнi цилiндричного електрода будуть

Γ
dθ

dt
= ν1(t)− ν2(t), (2)
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∂c(r, t)

∂r

)

− kc(r, t), (3)

де c(r, t) — концентрацiя електроактивних частинок; θ(t) — ступiнь покриття електродної
поверхнi адсорбатом; Γ — максимальна поверхнева концентрацiя при θ(t) = 1, k = k1+k2 —
ефективна швидкiсть попередньої гомогенної хiмiчної реакцiї.

Запишемо граничнi умови, якi враховують той факт, що на поверхнi електрода дифу-
зiйний потiк дорiвнює швидкостi адсорбцiї–десорбцiї, а також те, що на вiдстанi, бiльшiй
за величину δ, об’ємна концентрацiя частинок A постiйна i дорiвнює c0:

c(δ, t) = c0, (4)

Jc(r0, t) = −D
∂c(r, t)

∂r

∣

∣

∣

∣

r=r0

= −ν1(t). (5)

Тут JC — дифузiйний потiк електроактивних частинок, що адсорбуються на поверхнi елект-
рода; D — коефiцiєнт дифузiї; δ = r0 + d, d — товщина дифузiйного шару Нернста, де
вiдбувається змiна концентрацiї електроактивних частинок; c0 — рiвноважна концентрацiя
хiмiчної реакцiї, що збiгається з об’ємною концентрацiєю. Початок координат збiгається
з центром цилiндричного електрода.

Швидкостi адсорбцiї-десорбцiї ν1(t) i переносу електрона ν2(t) задовольняють рiвняння

ν1(θ(t), c(r0, t)) = Γka exp

(

γθ(t)

2

)

c(r0, t)(1 − θ(t))− Γkd exp

(

−
γθ(t)

2

)

θ(t), (6)

ν2(t) = ΓKe(t)θ(t) = Γke exp(αbE(t))θ(t), (7)

де α — фактор симетрiї електронного переносу в напрямку окислення; E — потенцiал елект-
рода; b = F/RT , F — число Фарадея, R — газова постiйна, T — абсолютна температура; γ —
атракцiйна постiйна в iзотермi Фрумкiна, що пов’язує ступiнь покриття електродної поверх-
нi адсорбатом з об’ємною концентрацiєю електроактивних частинок. Позитивне значення γ
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вiдповiдає притяганню, а негативне — вiдштовхуванню мiж адсорбованими частинками.
При γ = 0 iзотерма Фрумкiна переходить в iзотерму Ленгмюра.

Густина фарадеєвського струму задається рiвнянням

if (t) = FΓke exp[αbE(t)]θ(t) = Fν2(t). (8)

Стацiонарнi значення потенцiалу електрода Est i концентрацiї на поверхнi цилiндричного
електрода cst(r = r0) знаходили з рiвнянь (2), (3) з граничними умовами (4), (5)

Est = (αb)−1 ln

[

mc(c0 − cst(r0))

ΓkeθstΩ0

]

, (9)

cst(r0) =
mcc0 + ΓkdθstΩ0e

−γθst/2

mc + (1− θst)Ω0Γkaeγθst/2
. (10)

Тут введенi такi величини: mc = D/d, λ =
√

k/D, Ω0 =
1

λd

(

K0(x0)I0(xδ)−K0(xδ)I0(x0)

I0(xδ)K1(x0) + I1(x0)K0(xδ)

)

,

x0 = r0
√

k/D, xδ = (r0 + d)
√

k/D, I0(x), K0(x) — модифiкованi функцiї Бесселя нульового
порядку; I1(x), K1(x) — модифiкованi функцiї Бесселя першого порядку першого та другого
роду вiдповiдно.

Вирази для стацiонарних значень потенцiалу електрода i концентрацiї на поверхнi плос-
кого та сферичного електрода для модельного процесу (1), а також вiдповiднi вирази для
фарадеївського iмпедансу можна знайти в роботах [8–11].

Дослiдження лiнiйної стiйкостi електрохiмiчної системи поблизу стацiонарного стану
для потенцiостатичних умов базується на аналiзi змiн нулiв iмпедансу при змiнi потенцiалу
електрода [12–15]. Бiфуркацiя Хопфа може виникнути у системi, коли її iмпеданс дорiвнює
нулю при частотi, що не дорiвнює нулю. Як вiдомо, нестiйкiсть Хопфа є локальною, прос-
торово незалежною динамiчною нестiйкiстю, що можлива у нелiнiйнiй системi з кiлькома
часовими шкалами (швидкими та повiльними). У фазовому просторi системи вона викликає
появу нового атрактора — граничного циклу (замкненої орбiти).

Iмпеданс системи є вiдношенням вiдповiдi системи до її збурення. Тому для обчислен-
ня комплексного фарадеєвського iмпедансу даної системи розглянемо її поведiнку пiд дiєю
перiодичного сигналу малої амплiтуди, що накладався на стацiонарне значення поляриза-
цiйного потенцiалу.

Опускаючи розрахунки, наведемо кiнцевий вираз для фарадеєвського iмпедансу в прос-

торi зображень Лапласа
(

F (s) =
∞
∫

0

f(t)e−stdt, де s = σ + jω, j =
√
−1

)

для цилiндричного

електрода

Zf (s) = Rct

{

1 +
∂θν2(1 + Ωs∂cν1)

Γs(1 + Ωs∂cν1)− ∂θν1

}

, (11)

де частиннi похiднi позначенi як ∂xu = ∂u/∂x та введенi такi позначення:

Ωs =
1

λsD

(

K0(x0s)I0(xδs)−K0(xδs)I0(x0s)

I0(xδs)K1(x0s) + I1(x0s)K0(xδs)

)

,

λs =

√

k + s

D
, x0s = r0

√

k + s

D
, xδs = (r0 + d)

√

k + s

D
,
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Рис. 1. Стацiонарнi поляризацiйнi кривi модельного процесу для рiзних форм електрода. Тут i на рис. 2–4:
1 — сфера; 2 — цилiндр; 3 — площина. Точки на кривих — бiфуркацiя Хопфа (див. табл. 1)

∂θν1 = Γ

{

kd exp

(

−
γθst

2
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γθst

2
− 1

]

+ ka exp

(

γθst

2

)

cst(r0)

[

γ
1− θst

2
− 1

]}

,

∂cν1 = Γka(1− θst) exp

(

γθst

2

)

, ∂θν2 = Γke exp(αbEst),

Rct = 1/

(

∂if
∂E

)

st

=
1

FΓαbke exp(αbEst)θst
,

де Rct — опiр переносу заряду.
У випадку, коли швидкiсть попередньої хiмiчної реакцiї прямує до нуля, вираз iмпедансу

системи для цилiндричного електрода (11) збiгається з отриманим у роботах [6, 7].
Для визначення точок бiфуркацiї Хопфа дослiджували нулi iмпедансу зi змiною по-

тенцiалу електрода. Нулi iмпедансу модельного процесу (1) для цилiндричного електрода
знаходили з рiвняння (12)

Ψ(s) = Γs(1 + Ωs∂cν1)− ∂θν1 + ∂θν2(1 + Ωs∂cν1) = 0. (12)

Перехiд iз простору Лапласа у простiр Фур’є здiйснювався замiною s = jω. Для модельних
розрахункiв були прийнятi такi значення параметрiв системи: Γ = 10−9 моль · см−2; γ = 8;
Γka = 0,1 см ·с−1; Γkd = 10−5 моль/см2 ·с; ke = 10 с−1; D = 10−5 см2/c; d = 10−3 см; α = 0,5;
c0 = 10−5 моль/см3; F = 96484 Кл/моль; R = 8,314 Дж /моль К; T = 300 К; b = 38,7 В−1;
k = 10 c−1; r0 = 10−4 см.

Чисельнi розрахунки виконанi з використанням математичного пакету Mathematica TM .
Результати та їх обговорення. Стацiонарнi поляризацiйнi ifst−Est кривi модельного

процесу (1) для плоского, цилiндричного та сферичного електродiв при фiксованiй швид-
костi попередньої хiмiчної реакцiї iлюструє рис. 1. Вони мають N -подiбну форму з областю
негативного диференцiйного опору (NDR). На величину струму впливають два протилеж-
них фактори: збiльшення потенцiалу i зменшення концентрацiї електроактивних частинок
у приелектродному шарi за рахунок процесу адсорбцiї, що нелiнiйно залежить вiд потен-
цiалу. Коли швидкiсть дифузiї електроактивних частинок дорiвнює швидкостi процесiв, що
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вiдбуваються на електродi, на вольтампернiй кривiй з’являється максимум. Вiн є наслiдком
конкуренцiї мiж процесами адсорбцiї та дифузiї. Коли швидкiсть споживання реагуючих
частинок переважає, фарадеєвський струм зменшується через недостатню швидкiсть до-
ставки останнiх з дифузiйного шару у той час, коли потенцiал збiльшується. Це область
NDR, у якiй звичайно i виникають розглядуванi нестiйкостi. Така N-система може пово-
дити себе подiбно системам активатор — iнгiбiтор, де потенцiал вiдiграє роль активатора,
а концентрацiя електроактивних частинок у приелектродному шарi виступає як iнгiбiтор.
Як вiдомо, саме система активатор — iнгiбiтор є найпростiшою системою, що демонструє
спонтанну перiодичну самоорганiзацiю. Коливання у такiй системi виникають завдяки iсну-
ванню двох петель зворотного зв’язку — позитивної петлi у активатора, що прискорює
власне зростання, та негативної у iнгiбiтора, що в свою чергу пригнiчує наростання акти-
ватора. При цьому часова шкала у iнгiбiтора повинна бути повiльнiшою за таку у актива-
тора. У системi (1) взаємодiя процесiв масопереносу та адсорбцiї–десорбцiї, що залежать
вiд потенцiалу i вiдбуваються перед реакцiєю переносу заряду, забезпечують цю необхiдну
умову.

Як видно з рис. 1, густина струму модельного процесу є найбiльшою для випадку сфе-
ричного електрода i найменшою — для плоского електрода.

На рис. 2, а, б наведено параметричнi залежностi стацiонарної концентрацiї cst(θ) на
поверхнi електрода i стацiонарного ступеня покриття поверхнi електрода адсорбатом θst(θ)
вiд стацiонарного потенцiалу електрода Est(θ) для вибраних форм електрода. Як видно
з рисунка, величини cst(θ) та θst(θ) є найбiльшими для випадку сферичного електрода
i найменшими — для плоского електрода.

З аналiзу рiвняння (12), а саме нулiв функцiй Re[Ψ(s)] та Im[Ψ(s)], було встановлено, що
для вибраних значень параметрiв у системi завжди iснує двi точки бiфуркацiї Хопфа для
всiх розглянутих геометрiй електрода. В точцi бiфуркацiї Хопфа система продукує власнi
незатухаючi перiодичнi коливання з певною бiфуркацiйною частотою. У випадку впливу на
систему зовнiшнього сигналу з частотою, дорiвнює одному з бiфуркацiйних значень, отри-
маний вихiдний сигнал дорiвнюватиме вхiдному, тобто пройде через систему без опору [14].
Бiфуркацiйнi значення електрохiмiчних параметрiв для рiзних форм електрода наведенi
у табл. 1. Область потенцiалiв електрода, де спостерiгається нестiйкiсть Хопфа, є наймен-
шою для випадку сферичного електрода, та найбiльшою — для плоского електрода.

Iмпеданснi дiаграми Найквiста в 1, 3, 5 точках бiфуркацiї Хопфа (див. табл. 1) зображенi
на рис. 3. Як видно з рисунка, вони складаються з двох змiнених пiвкiл i проходять через
початок координат. В областi низьких частот на дiаграмi є петля з вiд’ємною реальною
частиною фарадеївського iмпедансу, саме вона вказує на наявнiсть у системi нестiйкостi.
Ця iндуктивна петля зменшується зi зменшенням симетрiї електрода, тобто для площи-

Таблиця 1. Значення параметрiв електрохiмiчної системи в точках бiфуркацiї Хопфа

Форма
електрода

Точки
бiфуркацiї ωH , Гц θ ifst А см−2 Est, В

Сфера 1 251,35 0,358 0,0524418 0,259511
2 241,49 0,309 0,0459342 0,260476

Цилiндр 3 277,20 0,465 0,030818 0,218618
4 290,96 0,235 0,0190487 0,229018

Площина 5 165,65 0,535 0,0103118 0,154732
6 213,07 0,199 0,00583002 0,176452
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Рис. 2. Параметричнi залежностi стацiонарної концентрацiї cst(θ) (а) на поверхнi електрода i стацiонарного
ступеня покриття поверхнi електрода адсорбатом θst(θ) (б ) вiд стацiонарного потенцiалу електрода Est(θ)
для вибраних форм електрода

ни ця петля є найбiльшою, а для сфери — найменшою. При такiй змiнi форми електрода
ємнiсна петля з позитивною реальною частиною фарадеївського iмпедансу неiстотно збiль-
шується. Точка на iмпеданснiй дiаграмi Найквiста, в якiй Re(Z(ω)) = Im(Z(ω)) = 0, вiдпо-
вiдає пороговому опору, коли в системi виникають коливання. При ω → ∞ фарадеївський
iмпеданс дорiвнює опору переносу заряду. Всi кривi сходяться у точцi Re[Z(ω)/Rct] = 1,
Im[Z(ω)/Rct] = 0.

Дiаграми Боде-залежностi модуля (а) i фазового кута (б ) фарадеївського iмпедансу
вiд логарифма частоти в точках бiфуркацiї з рис. 3 зображенi на рис. 4. При ω = ωH

модуль фарадеївського iмпедансу перетворюється на нуль. У точцi бiфуркацiї Хопфа вiд-
бувається змiна функцiональної залежностi фазового кута фарадеївського iмпедансу вiд
частоти ω.
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Рис. 3. Дiаграми Найквiста поведiнки фарадеївського iмпедансу в комплекснiй площинi в точках бiфуркацiї
Хопфа

Рис. 4. Дiаграми Боде поведiнки модуля Abs[Z(ω)/Rct] (а) i фазового кута Arg[Z(ω)/Rct] (б ) фарадеївського
iмпедансу вiд логарифма частоти в точках бiфуркацiї Хопфа

Таким чином, одержанi результати вказують на те, що форма електрода має велике зна-
чення у виникненнi нестiйкостi Хопфа в модельному електрокаталiтичному процесi з попе-
редньою хiмiчною реакцiєю у дифузiйному шарi Нернста. Зменшення симетрiї електрода
є причиною збiльшення областi розглядуваної нестiйкостi. Отриманi результати допомо-
жуть зрозумiти складну динамiку нерiвноважних систем i знайти шляхи її контролю.
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О.И. Гичан

Особенности возникновения неустойчивости Хопфа на заряженной

границе плоской, цилиндрической и сферической формы

Определено влияние формы электрода на возникновение неустойчивости Хопфа, которая
дает начало спонтанным периодическим колебаниям тока в модельной электрохимической
системе. Электрохимическая реакция в выбранной модели связана с потенциалозависимой
адсорбцией/десорбцией электроактивных частиц на плоской, цилиндрической или сферичес-
кой электродной поверхности и предшествующей химической реакцией в диффузионном слое
Нернста при потенциостатических условиях эксперимента. Показано, что область потен-
циалов, где в системе может возникнуть неустойчивость Хопфа, будет наибольшей для
случая плоского электрода. Такая область потенциалов для сферичного электрода является
наименьшей.

O. I. Gichan

Peculiarities of the Hopf instability onset on a charged interface of

planar, cylindrical, and spherical forms

The effect of the electrode shape on the onset of a Hopf instability giving rise to spontaneous periodic
current oscillations in a model electrochemical system is determined. An electrochemical reaction
in the chosen model is related to the potential-dependent adsorption/desorption of electroactive
particles on a planar, cylindrical, or spherical interface and to a preceding chemical reaction in the
Nernst diffusion layer under potentiostatic experimental conditions. It is shown that a potential
range where the Hopf instability can be realized in the system is the largest in the case of a planar
electrode. Such a potential range for a spherical electrode is the smallest.
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