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(Представлено членом-кореспондентом НАН України Г.С. Кiтом)

Процес немонотонного навантаження деформiвного заповнювача в цилiндричнiй оболон-

цi дослiджено з урахуванням тертя Кулона. Числово-аналiтичний опис петлi конструк-

цiйного демпфування отримано з використанням прикладних моделей.

При механiко-математичному моделюваннi поведiнки оболонкових вiброзахисних пристроїв
(деформiвних оболонкових систем з сухим тертям) в умовах навантаження (взагалi кажу-
чи, немонотонного) виникає клас конструктивно нелiнiйних неконсервативних контактних
задач про фрикцiйну взаємодiю тонких оболонок з деформiвним заповнювачем [1–3].

У данiй роботi розвинуто методику дослiдження напружено-деформованого стану, по-
датливостi та демпфувальної здатностi системи цилiндрична оболонка — деформiвний за-
повнювач, яка моделює базовий пружний елемент оболонкових вiброзахисних пристроїв [4].

Нехай пружний деформiвний цилiндр (заповнювач), радiус якого R i довжина a, помiще-
ний в цилiндричну оболонку завтовшки ho (рис. 1). До одного iз торцiв заповнювача через
абсолютно жорсткий гладкий поршень прикладене зовнiшнє немонотонне за часом наван-
таження Q; iнший торець заповнювача разом iз оболонкою гладко впертий в жорстку пере-
пону. Характер контактної взаємодiї оболонки i заповнювача визначається законом сухого
тертя. Осесиметричний напружено-деформований стан конструкцiї дослiджуємо у квазi-
статичному наближеннi.

Приймемо моделi заповнювача i оболонки рiвня строгостi [1–3], якi дають можливiсть
аналiтично вирiшити сформульовану проблему.

Припустимо, що у заповнювачi нормальнi напруження σr, σβ, σz i осьовi перемiщення uz
розподiленi рiвномiрно, а дотичнi напруження τrz i радiальнi перемiщення ur — лiнiйно по

Рис. 1
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поперечному перерiзу. Тодi, переходячи до системи безрозмiрних координат, отримуємо

σρ = σβ = σ, τρς = τρ, uς = u, uρ = wρ. (1)

Усередненi по площi поперечного перерiзу рiвняння рiвноваги та закон Гука мають ви-
гляд

dσς
dς

+ 2lτ = 0; (2)

ες =
1

a

du

dς
=

1

E
(σς − 2νσ), ερ = εβ =

w

R
=

1

E
((1− ν)σ − νσς). (3)

Тут l = a/R; ς = z/a ∈ [0, 1], ρ = r/R ∈ [0, 1]; w — радiальне перемiщення поверхнi ρ = 1;
u — осьове перемiщення перерiзiв заповнювача; σ, τ — нормальне та дотичне напруження
на бiчнiй поверхнi.

Пружну рiвновагу оболонки описуємо спiввiдношеннями безмоментної теорiї [5]:
рiвняння рiвноваги

dNς

dς
− aτo = 0, Nβ = −Rσo; (4)

фiзичнi спiввiдношення

ες =
1

a

duo
dς

=
1

Eoho
(Nς − νoNβ), εβ =

wo

R
=

1

Eoho
(Nβ − νoNς). (5)

Тут Nς , Nβ — мембраннi зусилля; σo, τo — заданi на внутрiшнiй поверхнi оболонки напруже-
ння; uo, wo — осьове i радiальне перемiщення оболонки; Eo, νo — модуль Юнга i коефiцiєнт
Пуассона її матерiалу.

Фрикцiйну взаємодiю оболонки i заповнювача описуємо спiввiдношеннями односторон-
нього контакту

[w] = 0, σo = σ < 0, τo = τ, ς ∈ [0, 1] (6)

i законом сухого тертя для немонотонного навантаження

τ = fσ sgn
d[u]

dt
= fσ sgn

d[u]

dQ
sgn Q̇,

d[u]

dQ
6= 0; (7)

d[u]

dQ
= 0, |τ | 6 −fσ, (8)

де [u] = u− uo, [w] = w − wo — перемiщення заповнювача вiдносно оболонки, або стрибки
перемiщень, Q̇ = dQ/dt.

На торцях заповнювача i оболонки виконуються умови

σς(0) = −
Q

πR2
, Nς(0) = 0; u(1) = 0, uo(1) = 0. (9)

Оберемо геометричнi та фiзико-механiчнi параметри системи так, що зона зчеплення при
початковому навантаженнi не досягається [2]. Зазначимо, що у квазiстатичнiй постановцi
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Рис. 2

процес немонотонного навантаження системи розбивається на етапи, де навантаження моно-
тонне. Позначимо через Qm величину дiючої сили в кiнцi попереднього етапу навантаження.
Зауважимо, що на етапi активного (початкового) навантаження Qm = 0, [u](Qm) = 0.

У процесi розв’язання мiшаної задачi (1)–(9) встановлено, що при навантаженнi системи
за довiльним циклом з коефiцiєнтом асиметрiї s = Qmin/Qmax ∈ [0, 1] на поверхнi кон-
такту завжди присутнi двi областi: проковзування (формули (7)) i зчеплення (умови (8)),
причому область проковзування на всiх етапах навантаження або розвантаження виникає
у точцi ς = 0. При змiнi дiючої сили координата точки роздiлу областей зростає вiд нуля до
значення вiдповiдної координати точки роздiлу областей, зафiксованої як константа в кiнцi
попереднього етапу навантаження. Для знаходження бiжучої координати α цiєї точки слiд
використовувати першу з умов (8), записану для точки роздiлу областей:

d[u]

dQ

∣

∣

∣

∣

ς=α

=

(

∂[u]

∂Q
+

∂[u]

∂α

∂α

∂Q

)
∣

∣

∣

∣

ς=α

= 0. (10)

Зауважимо, що при розв’язаннi схожої задачi у роботах [1, 3] не враховано конвективну
складову похiдної вiд стрибка перемiщення, що вплинуло на точнiсть результатiв.

Розв’язок мiшаної задачi (1)–(10) отримано в аналiтичному виглядi. Для довiльного
(s ∈ [0, 1]) циклу навантаження побудовано петлю конструкцiйного демпфування (рис. 2).

Наведемо вирази, якi описують цикл навантаження за етапами i дiаграму навантаження
за дiлянками.

1. Активне (початкове) навантаження:
лiнiйна дiлянка OA (0 6 Q 6 Qmax, Q̇ > 0)

δ = Q

(

ϑ1 + ϑ2
1− e−λ

λ

)

. (11)
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2. Розвантаження (Qmax > Q > 0, Q̇ < 0):
а) нелiнiйна дiлянка ABC (Qmax > Q > s∗Qmax)

Q = Qmax exp

[ α
∫

0

K1(α) dα

]

,

δ = Q

[

ϑ1 + ϑ2
2eλα − e−λ(1−2α) − 1

λ

]

, 0 6 α 6 1;

(12)

б) лiнiйна дiлянка CO: (s∗Qmax > Q > 0)

δ = Q

(

ϑ1 + ϑ2
eλ − 1

λ

)

. (13)

3. Повторне навантаження (Qmin 6 Q 6 Qmax, Q̇ > 0):
а) комбiнована дiлянка DEA (0 6 s 6 s∗)

крива DE (Qmin 6 Q 6 s∗∗Qmin)

Q = Qmin exp

[ α
∫

0

K2(α) dα

]

;

δ = Q

[

ϑ1 + ϑ2
1− 2e−λα + eλ(1−2α)

λ

]

, 0 6 α 6 1;

(14)

пряма EA (вихiд на лiнiю активного навантаження) (s∗∗Qmin 6 Q 6 Qmax)

δ = Q

[

ϑ1 + ϑ2
1− e−λ

λ

]

; (15)

б) нелiнiйна дiлянка BA (s∗ 6 s 6 1)

Q = Qmin exp

[ α
∫

0

K3(α,αm) dα

]

,

δ = Q

[

ϑ1 + ϑ2
1− 2e−λα + 2eλ(αm−2α) − e−λ[1−2(αm−α)]

λ

]

, 0 6 α 6 αm.

(16)

Тут

λ = fl
2ν + νoεo

1− ν + εo
, ϑ =

1− ν + εo
ν

εo(νo − ν)

(1− ν + εo)(2 + εo)− (2ν + νoεo)2
, εo =

ER

Eoho
,

ϑ1 =
νol

πhoEo(2ν + νoεo)
, ϑ2 =

2νl

πhoEo(2ν + νoεo)

(1 + ν)(1− 2ν) + 1− ννo
1− ν + εo

;

K1(α) =
2λe2λα(e−λ − e−λα)

(1− α)λϑ − (e−λ − e−λα)e2λα
; s∗ = exp

[ 1
∫

0

K1(α) dα

]

;
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K2(α) =
2λe−2λα(eλ − eλα)

(1− α)λϑ + (eλ − eλα)e−2λα
; s∗∗ = exp

[ 1
∫

0

K2(α) dα

]

;

K3(α,αm) =
2λe−2λα[eλαm − eλα − e2λαm(e−λ − e−λαm)]

(1− α)λϑ + e−2λα[eλαm − eλα − e2λαm(e−λ − e−λαm)]
;

αm — найменша з координат точок, якi розмежовують зони з протилежними знаками до-
тичних контактних напружень в областi зчеплення, в даному випадку це — фiксоване зна-
чення параметра α, яке визначається iз формули (12) при Q = Qmin, що вiдповiдає закiн-
ченню етапу розвантаження. Встановлено, що для змiнної координати α iснує обмеження
0 6 α 6 αm. При досягненнi змiнною α значення αm матимемо кiнець етапу повторного
навантаження.

Таким чином, в роботi наведено формулювання i розв’язок задачi, яка складається, по
сутi, iз ряду мiшаних контактних задач, розв’язок кожної з яких, отриманий окремо, описує
конкретну дiлянку дiаграми деформування неконсервативної системи безмоментна цилiнд-
рична оболонка — деформiвний заповнювач. Врахування конвективної складової похiдної
вiд стрибка перемiщення на етапах розвантаження та повторного навантаження уможли-
вило переосмислити вплив iсторiї навантаження на поведiнку малорухомих оболонкових
систем iз сухим позицiйним тертям i знайти числово-аналiтичний розв’язок мiшаної кон-
тактної задачi, який описує явище конструкцiйного демпфування в цилiндричнiй оболонцi
з деформiвним заповнювачем при немонотонному навантаженнi.
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Фрикционный контакт цилиндрической оболочки с деформируемым
заполнителем при немонотонном нагружении

Процесс немонотонного нагружения деформируемого заполнителя в цилиндрической оболоч-

ке исследован с учетом трения Кулона. Численно-аналитическое описание петли конструк-

ционного демпфирования получено с использованием прикладных моделей.
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I. Y. Popadyuk, I. P. Shatsky, V.M. Shopa

The frictional contact of a cylindrical shell with an elastic filler at the
non-monotonous loading

The non-monotonous loading of a deformable filler in the cylindrical shell has been investigated with

allowance for the Coulomb friction. The numerical and analytical description of the constructive

damping loop has been obtained by using the applied models.
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