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Розглядаються моделi множин радiоактивних нуклiдiв (генетично-зв’язаної сукупнос-
тi радiоактивних нуклiдiв, що входять в ряди 90Th

232, 92U
235, 92U

238), та розрахунки
їх часової еволюцiї (часових залежностей кiлькостi ядер та активностей), якi грун-
туються на системi та розв’язках рiвнянь Батемана–Рубiнсона. Наводяться приклади
застосування моделей.

Ядерна гамма-спектрометрiя (ЯГС) радiоактивних нуклiдiв (РАН) рядiв 90Th
232, 92U

235

та 92U
238 для вирiшення багатьох конкретних наукових та практичних проблем викорис-

товується досить давно [1–4], однак очевидне збiльшення та ускладнення цих проблем,
зокрема iдентифiкацiї матерiалiв з радiоактивними нуклiдами цих рядiв, висуває новi ви-
моги до iснуючих методик. Метою нашого дослiдження було виявлення найбiльш типових,
загальних та характерних для цiєї предметної областi понять, i створення їх операцiональ-
них детермiнацiй. Це вимагає певного рiвня узагальнення та формалiзацiї. Як такий ми
застосовуємо модельний пiдхiд [5], який, в нашому випадку, грунтується в основному на
класичних розв’язках Батемана–Рубiнсона (Bateman 1910 р.; Rubinson 1947 р.; див. [6]).
Створення моделей, адекватних проблемi, є, як вiдомо, чи не єдиним шляхом зменшення
невизначеностей обернених задач, якими є задачi iдентифiкацiї.

Множини РАН. Нашими потенцiйними моделями є множини РАН рядiв 90Th
232, 92U

235

та 92U
238 — генетично-зв’язанi сукупностi радiоактивних нуклiдiв, що входять в цi ряди.

Носiями цих множин є зразки, якi є представниками бiльш великих дослiджуваних систем.
Модельний нуклiдний спектр (МНС). Розрахована для певного моменту часу T = Tm

впорядкована множина значень кiлькостi ядер Ni для множини РАН називається її модель-
ним нуклiдним спектром МНС N . Вiдповiдно можна розглядати МНС A значень активнос-
тей [7] та МНС КН значень коефiцiєнтiв нерiвноважностi (див. нижче). В ЯГС визначають
значення гамма-активностей A, впорядкована множина яких розглядається як експеримен-
тальний нуклiдний спектр ЕНС A, отриманих одночасно. Еволюцiя множин РАН — це ево-
люцiя їх МНС i ЕНС. Тому порiвняльний аналiз МНС i ЕНС є основним iнструментом для
розв’язання багатьох задач iдентифiкацiї з використанням iнструментальних методiв ЯГС.
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Для створення та дослiдження моделей доцiльно виконати вiдповiднi розрахунки для
всiх РАН, що входять в цi множини.

Якщо N1, N2, . . . , Ni−1, Ni, . . . , Nn, NS (NS — стабiльний нуклiд) — кiлькiсть ядер гене-
тично i лiнiйно (тобто без розгалужень) зв’язаних радiоактивних нуклiдiв (РАН) i N1 —
материнський РАН, i, домовившись, що позначення N1, N2, . . . , Ni−1, Ni, . . . , Nn водночас
є позначеннями вiдповiдних їм РАН, то:

N1 → N2 → · · · → Ni−1 → Ni → · · · → Nn → NS . (1)

Якщо λ1, λ2, . . . , λn — константи розпаду цих РАН, то розв’язком системи диференцiаль-
них рiвнянь, що описують послiдовнiсть (1), буде аналiтичний вираз для n-члена ланцюжка
Nn(T ), справедливий для будь-яких значень λ:

Nn(T ) = N1.0(C
−λ1T
1

+C−λ2T
2

+ · · ·+ C−λnT
n ), (2)

де N10 > 0 — стартова кiлькiсть ядер материнського нуклiда N1 в момент власного часу
T = 0;

C1 =
λ1λ2 · · ·λn−1

(λ2 − λ1)(λ3 − λ1) · · · (λn − λ1)
;

C2 =
λ1λ2 · · ·λn−1

(λ1 − λ2)(λ3 − λ2) · · · (λn − λ2)
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cn =
λ1λ2 · · ·λn−1

(λ1 − λn)(λ2 − λn) · · · (λn−1 − λn)
.

(3)

Знаючи Nn, можна визначити вiдповiднi активностi:

An = λnNn. (4)

Розв’язок (2) можна узагальнити для випадку розгалужених ланцюгiв

Nn(T ) = N10

∏

i

bi

n∑

i

Cie
−λiT , (5)

врахувавши, що bi — коефiцiєнти розгалуження (бренчiнги; цей термiн ми будемо викорис-
товувати) i що bi 6 1. Цi бренчiнги називатимемо внутрiшнiми бренчiнгами. РАН може
брати участь в j лiнiйних ланцюгах, тому загальна кiлькiсть ядер N(T ) одного типу РАН
буде сумою

∑
j

(. . . )

N(T ) = N10

∑

j

∏

i

biCie
−λiT . (6)

Систему рiвнянь Батемана–Рубiнсона (яку ми щойно розглянули), їх вiдповiдних роз-
в’язкiв та умов їх отримання позначимо РБР1. Вкажемо, що цi розв’язки є точними, на
вiдмiну вiд випадкiв, коли використовуються наближенi розв’язки для рiзноманiтних пар
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Рис. 1. Часова еволюцiя значень коефiцiєнтiв нерiвноважностi КН стандартної множини ряду 90Th
232:

РАН/РАН: 1 — 90Th
232/90Th

232; 2 — 88Ra
228/90Th

232; 3 — 89Ac
228/90Th

232; 4 — 90Th
228/90Th

232; 5 —

88Ra
224/90Th

232; 6 — 86Rn
220/90Th

232; 7 — 84Po
216/90Th

232; 8 — 82Pb
212/90Th

232; 9 — 83Bi
212/90Th

232; 10 —

84Po
212/90Th

232; 11 — 81Tl
208/90Th

232

“материнський РАН — дочiрнiй РАН”, де на точнiсть впливають спiввiдношення їх констант
розпаду та власного часу T . Вкажемо також, що в процесi розрахункiв виявлено певнi обме-
ження 32-бiтних процесорiв та програм, а також взаємну неузгодженiсть деяких констант
розпаду РАН рядiв. (Про можливiсть елiмiнацiї цього ефекту див. [8, 9].)

Стандартнi множини. Множину всiх РАН одного ряду, кiлькiсть ядер Nn(T ) (i, вiд-
повiдно, активностей A(T )) яких визначається (6) i, таким чином, задається певний для
конкретного значення часу стан нерiвноважностi, будемо називати стандартною множиною
(СМ).

Еволюцiя СМ. Вираз (6) є функцiєю власного часу T та може бути використаний для
отримання часових залежностей значень кiлькостi ядер N1, N2, . . . , Nn i вiдповiдних значень
активностей A1, A2, . . . , An з використанням (6). Сукупнiсть залежностей для всiх РАН цiєї
СМ можна розглядати як часову еволюцiю СМ. Схема розрахункiв дозволяє отримати
значення Nn(T ) i An(T ) для будь-якого РАН iз ланцюжка розпаду, а також для всiх РАН
(з одного ланцюжка) одночасно i, в принципi, визначити вiк цих значень, якщо вiдомi зна-
чення Nn(T = 0) i An(T = 0). Ядернi данi взято з [10–12]. Бренчiнги з утворенням кластерiв
не розглядалися.

Коефiцiєнти нерiвноважностi СМ. На практицi зручнiшими є коефiцiєнти нерiвноваж-
ностi (КН), де часто i — дочiрнiй РАН; i − 1 — материнський РАН:

КНA =
Ai

Ai−1

; (7)

КНN =
Ni

Ni−1

. (8)

Розрахунок часової еволюцiї КН для СМ (для ряду 90Th
232 — див. рис. 1) дозволяє

видiлити iнформативнi для нас часовi iнтервали, де значення КН 6= 1.
Подiї. На практицi необхiдно розглядати множини, складнiшi, нiж СМ. Причиною утво-

рення таких множин є втрати певної кiлькостi ядер одного або декiлькох РАН iз СМ та,
навпаки, надходження до СМ певної їх кiлькостi, а також комбiнацiї втрат та надходжень.
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Зрозумiло, що змiни певної кiлькостi ядер одного або декiлькох РАН в СМ змiнюють рi-
вень її рiвноважностi. Цей акт ми будемо називати подiєю. Змiну кiлькостi РАН одного
типу розглядатимемо як елементарну подiю.

Елементарнi подiї в СМ. Втрати РАН. Розглянемо спочатку елементарнi втрати. Мож-
на видiлити декiлька типiв втрат. Ми розглянемо повну постiйну втрату. Нехай:

N1 → N2 → · · · → Ni−1 → Ni → Ni+1 → Ni+2 → Ni+3 · · · (9)

i, починаючи з моменту T = Te i до моменту реєстрацiї T = Tm, СМ втрачає всю кiлькiсть
ядер Ni РАН i. Тодi

N1 → N2 → . . . → Ni−1, Ni+1 → Ni+2 → Ni+3 → · · · , (10)

Ni+2 → Ni+3 → · · · , (11)

Ni+3 → · · · . (12)

Пiсля додавання одноiменних членiв у стовпчиках виразiв (10)–(12) МНС N матиме
вигляд:

N1 N2 Ni−1

∑
(Ni+1)

∑
(Ni+2)

∑
(Ni+3) · · · .

Видно, що внаслiдок розриву ланцюга (1) порушуються умови РБР1 (зокрема, гене-
тична послiдовнiсть утворення/розпаду РАН, що умовно позначена стрiлками “→”); тому
утворюються новi, “короткi” ряди з материнськими РАН Ni+1, Ni+2, Ni+3, . . . , Ni+1, Ni+2,
Ni+3, . . . — кiлькiсть їх ядер на момент часу T = Te, з’являються суми

∑
(. . .). З’являється

також власний час Te, в якому нуль його часової шкали (момент Te = 0) буде вiдповiдати
у власному часi T моменту T = Te.

Надходження РАН. Розглянемо елементарнi надходження РАН. Нехай

N1 → N2 → . . . → Ni−1 → Ni → Ni+1 → Ni+2 → Ni+3 . . . (13)

i в момент T = Te в СМ надходить певна кiлькiсть ядер K2Ni РАН i. Тодi

N1 → N2 → · · · → Ni−1 → Ni → Ni+1 → Ni+2 → Ni+3 · · · , (14)

K2 ·Ni → K2 ·Ni+1 → K2 ·Ni+2 → K2 ·Ni+3. (15)

Пiсля додавання одноiменних членiв у стовпчиках виразiв (14), (15) МНС N матиме
вигляд

N1 N2 · · · Ni−1

∑
(Ni)

∑
(Ni+1)

∑
(Ni+2)

∑
(Ni+3). (16)

Видно, що внаслiдок надходження K2 ·Ni РАН i до СМ теж з’являється новий, “коро-
ткий” ряд з материнським РАН K2 ·Ni та новим власним часом Te.

Нестандартнi множини. Не деталiзуючи випадки з iншими типами елементарних по-
дiй, зробимо деякi узагальнення. Якщо взяти за основу кiлькiсть ядер Nne(Te) n-го РАН,
отриманого для СМ, то загальний вираз для кiлькостi ядер РАН n в часовiй шкалi T цiєї
СМ запишемо так:

Nn(T ) = Nne(Te) +
∑

e

KeNne(T ). (17)
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Рис. 2. Часова еволюцiя активностей A РАН повної множини ряду 90Th
232: РАН: 1 — 90Th

232; 2 — 88Ra
228;

3 — 89Ac
228; 4 — 90Th

228; 5 — 88Ra
224; 6 — 86Rn

220; 7 — 84Po
216; 8 — 82Pb

212; 9 — 83Bi
212; 10 — 84Po

212; 11 —

81Tl
208

Тут Nne(Te) — розв’язок РБР1 (6); Ke — зовнiшнiй бренчiнг; Ke = Ke1 + Ke2: Ke1 —
коефiцiєнт збереження в подiях з втратами (Ke1 = 1 — втрати вiдсутнi; Ke1 = 0 — повна
втрата); Ke2 — коефiцiєнт надходження (Ke2 > 0); e — iндекс подiї; Te — власний час подiї e.
Загалом в (17) можуть входити РАН з рiзними власними часами Te. Для РАН, якi подiя не
зачепила (в нашому випадку це — N1, N2, . . . , Ni−1), дiйсним є РБР1 (6). Систему розв’язкiв
рiвнянь Батемана–Рубiнсона та умов їх отримання (17) позначимо РБР2.

Таким чином, ми маємо справу з стандартними множинами, в яких вiдбулася принаймнi
одна елементарна подiя. Назвемо такi множини нестандартними множинами (НМ). Видно,
що подiї в СМ створюють НМ. Послiдовнiсть подiй створює послiдовнiсть НМ.

Еволюцiя НМ. Оскiльки в сумах виразу (17) фiгурують члени СМ з довгоживучим ма-
теринським РАН N1 (90Th

232, 92U
235, 92U

238), то можна стверджувати, що кiнцевим станом
часової еволюцiї НМ (розрахунки це пiдтверджують) буде саме ця СМ, яка буде знаходи-
тися в рiвноважному станi (КН ≈ 1). Тому iснує часова обмеженiсть визначення моменту
акту подiї.

Повнi множини. Узагальненням НМ буде повна множина (ПМ) — множина РАН, для
яких початковi значення Nne(Te = 0) однаковi. Тодi

Nn(Te) =
∑

e

Nne(Te). (18)

Еволюцiя ПМ. На рис. 2–4 наведено часову еволюцiю ПМ 90Th
232, 92U

235, 92U
238 для

Nne(Te = 0) = 6,022 · 1023 ядер (1 моль).
Аналiз залежностей рис. 2–4 свiдчить, що висновок про часову еволюцiю НМ до СМ

справедливий i для часової еволюцiї ПМ.
Взаємодiя множин РАН. Отримавши процедури (операцiї) дослiдження моделей “мно-

жина РАН”, “СМ”, “НМ”, “ПМ”, “подiя”, “еволюцiя” та iн., ми здiйснили детермiнацiю вiдпо-
вiдних операцiональних понять. Аналiз одержаних нами даних свiдчить про правильнiсть
розрахункiв (частина з них наведена на рис. 1–4). Тому зараз ми можемо робити важливi
подальшi кроки — виявити, розпiзнати та, при потребi, змоделювати основнi типи взає-
модiї множин РАН (множин М, як такi можуть бути СМ, НМ, ПМ), що лежать в основi
взаємодiї реальних дослiджуваних систем.
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Рис. 3. Часова еволюцiя активностей A РАН повної множини ряду 92U
235: 1 — 92U

235; 2 — 90Th
231; 3 —

91Pa
231; 4 — 89Ac

227; 5 — 87Fr
223; 6 — 90Th

227; 7 — 88
Ra

223; 8 — 85At
219; 9 — 86Rn

219; 10 — 83Bi
215; 11 —

84Po
215; 12 — 85At

215; 13 — 82Pb
211; 14 — 83Bi

211; 15 — 84Po
211; 16 — 81Tl

207

Рис. 4. Часова еволюцiя активностей A РАН повної множини ряду 92U
238: 1 — 92U

238; 2 — 90Th
234; 3 —

91Pa
234

m; 4 — 91Pa
234; 5 — 92U

234; 6 — 90Th
230; 7 — 88Ra

226; 8 — 86Rn
222; 9 — 84Po

218; 10 — 85At
218; 11 —

82Pb
214; 12 — 83Bi

214; 13 — 81Tl
210; 14 — 84Po

214; 15 — 82Pb
210; 16 — 83Bi

210; 17 — 80Hg
206; 18 — 84Po

210; 19 —

81Tl
206

Агрегацiя M . Нехай M1 i M2 − j — двi множини; внаслiдок агрегацiї цих множин утво-
рюється нова M3. Приклади: утворення нових геохiмiчних формацiй.

Тимчасовий контакт M. Принаймнi двi M — M1 i M2 вступають в тимчасовий контакт.
Внаслiдок цiєї взаємодiї утворюються принаймнi двi новi M — M11 i M21. Приклади: хiмiчнi
реакцiї; сорбцiйнi технологiї.

Розрив M. Внаслiдок природного або техногенного впливу на M з неї утворюються при-
наймнi двi M. Приклади: металургiя; очистка; спалювання палива; отримання керамiки.
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О.М. Поп, М. В. Стец

Модели эволюции множеств радиоактивных нуклидов рядов

тория 232, урана 235, урана 238 и их применение

Рассматриваются модели множеств радиоактивных нуклидов (генетически-связанных по-
следовательностей радиоактивных нуклидов, входящих соответственно в ряды тория 232,
урана 235, урана 238) и расчеты их временной эволюции (временных зависимостей коли-
чества ядер и активностей), основанной на системе и решениях уравнений Батемана-Ру-
бинсона. Приводятся примеры применения моделей.

O.M. Pop, M. V. Stets

Models of evolution of the sets of radioactive 90Th
232, 92U

235, 92U
238

nuclide series and their applications

The models of the sets of radioactive 90Th
232, 92U

235, 92U
238 nuclides (i. e. genetically related

sequences of radioactive nuclides involved in the 90Th
232, 92U

235, 92U
238 series, respectively) and

calculations of their time evolution (i. e. time dependences of the number of nuclei and activities)
based on the system and solutions of the Bateman–Rubinson equations are considered. The examples
of model applications are analyzed.
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