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Встановлено коректну розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для

одного класу еволюцiйних псевдодиференцiальних рiвнянь нескiнченного порядку у випад-

ку, коли гранична функцiя є узагальненою функцiєю типу розподiлiв Соболєва–Шварца.

На сьогоднi предметом багатьох дослiджень є псевдодиференцiальнi оператори (ПДО), якi
формально можна подати у виглядi F−1

σ→x[a(t, x;σ)Fx→σ ], {x, σ} ⊂ R
n, t > 0, де a — функцiя

(символ), що задовольняє певнi умови, F , F−1 — пряме та обернене перетворення Фур’є. Це
зумовлено тим, що ПДО та рiвняння iз псевдодиференцiальними операторами (ПДР) тiсно
пов’язанi з важливими задачами аналiзу сучасної математичної фiзики, теорiєю ймовiрно-
стей, теорiєю фракталiв, квантовою теорiєю поля. Особливо це стосується ПДО, побудова-
них за негладкими в точцi σ = 0 i однорiдними за цим аргументом символами. До класу
ПДО природно вiднести i оператори вигляду F−1

B [a(t, x;σ)FB ] ≡ A, породженi перетворе-
ннями Бесселя FB та F−1

B . Якщо символ a є цiлою функцiєю аргументу σ, то еволюцiйнi
рiвняння вигляду ∂u/∂t+Au = 0 iз вказаним оператором мiстять сингулярнi рiвняння з опе-
ратором Бесселя Bν = d2/dx2+(2ν+1)x−1d/dx, ν > −1/2, який має в своїй структурi вираз
1/x i формально зображається у виглядi Bν = F−1

B [−σ2FB ]. Якщо a(t, x;σ) = P (t, x;σ),
де P — полiном змiнної σ при фiксованих t, x, що задовольняє певну умову “параболi-
чностi”, то таке рiвняння належить до B-параболiчних рiвнянь, введених в [1], при цьому
A = P (t, x;Bν). Такi рiвняння вироджуються на межi областi й за своїми внутрiшнiми
властивостями близькi до рiвномiрно параболiчних рiвнянь.

Еволюцiйнi рiвняння з оператором A = F−1
B [aFB ], де a = a(σ) — однорiдний, неглад-

кий в точцi 0 символ, що задовольняє певнi умови, почали дослiджувати В.В. Городецький
та О.М. Ленюк [2]. Такий оператор надалi називатимемо псевдобесселевим. Для подаль-
шого розвитку теорiї ПДО та ПДР актуальним є питання про розширення класу еволю-
цiйних рiвнянь iз псевдобесселевими операторами, побудованими за негладкими символа-
ми, дослiдження ПДР, якi мiстять ПДО скiнченного та нескiнченного порядкiв вигляду

© В. В. Городецький, О.В. Мартинюк, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №4 7



f(A) =
∞∑
k=0

ckA
k, де f(x) =

∞∑
k=0

ckx
k — функцiя (зокрема, полiном), що задовольняє певнi

умови.
У цiй роботi за допомогою символiв з нового класу, введеного в [3], дослiджуються

властивостi псевдобесселевих операторiв нескiнченного порядку f(A), обгрунтовується зо-
браження таких операторiв у виглядi f(A) = FB [f(a)F

−1
B ].

Для еволюцiйних рiвнянь з операторами f(A) на сьогоднi не вивченi нелокальнi бага-
тоточковi за часом задачi. Взагалi, теорiя нелокальних крайових задач як роздiл загаль-
ної теорiї крайових задач для рiвнянь з частинними похiдними iнтенсивно розвивається
з 70-х рр. минулого столiття. Дослiдження таких задач зумовлене багатьма застосування-
ми в механiцi, фiзицi, хiмiї, бiологiї, екологiї та iнших природничо-наукових дисциплiнах,
якi виникають при математичному моделюваннi тих чи iнших процесiв [4–8].

Двоточкову за часом задачу для рiвняння теплопровiдностi та B-параболiчного рiвнян-
ня зi сталими коефiцiєнтами дослiдив М. I. Матiйчук [9]. Двоточкова та m-точкова (m > 2)
за часом задачi для еволюцiйних рiвнянь iз псевдобесселевими операторами, побудованими
за негладкими однорiдними символами, незалежними вiд просторових змiнних, дослiдженi
в [10, 11]. Такi задачi мають природну постановку i в класах узагальнених функцiй скiн-
ченного або нескiнченного порядкiв, оскiльки граничнi функцiї можуть мати особливостi
в однiй або декiлькох точках. Якщо цi особливостi степеневого порядку, то такi функцiї
допускають регуляризацiю в просторах узагальнених функцiй скiнченного порядку типу
розподiлiв Соболєва–Шварца. Якщо ж порядок особливостей вищий за степеневий, то цi
функцiї є узагальненими функцiями нескiнченного порядку (наприклад, ультрарозподiла-
ми, гiперфункцiями). У данiй роботi встановлюється коректна розв’язнiсть нелокальної
m-точкової (m > 1) за часом задачi для рiвняння ∂u/∂t + f(A)u = 0 у випадку, коли
гранична функцiя є узагальненою функцiєю типу розподiлiв Соболєва–Шварца.

1. Простори основних та узагальнених функцiй. Нехай M , ρ: R → [0,∞) — непе-
рервнi, парнi на R функцiї, диференцiйовнi, монотонно зростаючi на (0,∞), M(0) = ρ(0) =
= 0, lim

x→+∞
M(x) = lim

x→+∞
ρ(x) = +∞, причому функцiя ρ опукла на [0,+∞), тобто:

а) ∀ {x1, x2} ⊂ [0,+∞): ρ(x1) + ρ(x2) 6 ρ(x1 + x2);
б) ∀α > 1 ∀x ∈ [0,+∞): ρ(αx) > αρ(x);
в) ∀α ∈ (0, 1) ∀x ∈ [0,∞): ρ(αx) 6 αρ(x).
Припускаємо також, що виконуються такi умови:

∀ ε > 0 ∃x0 = x0(ε) > 0 ∀x > x0 : ρ(εx) >M(x),

ρ(x) ∼
x→+0

xγ , γ ∈ (1,+∞), M(x) ∼
x→+0

xβ, β ∈ (0, 1],

де γ та β — фiксованi параметри.
Символом θM,ρ позначимо сукупнiсть усiх неперервних, парних на R функцiй ϕ: R → R,

нескiнченно диференцiйовних на R \ {0}, для яких

∃ a0 > 0 ∀ k ∈ Z+ ∃ ck > 0 ∀x ∈ R \ {0} :

Mk(x)|Dk
xϕ(x)| 6 ck

k∑

l=1

ρl(x)e−ρ(a0x)
(1)

(якщо k = 0, то сума вiдсутня, якщо k = 1, то l = 1 i т. д.; якщо k = 0, то (1) справджується
для всiх x ∈ R; сталi ck, a0 > 0 залежать вiд функцiї ϕ).
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Наведемо приклад функцiї з простору θM,ρ, побудованого за конкретними функцiя-
ми M , ρ. Для цього розглянемо функцiю α: R → [0,∞), яка використовується при побудовi
псевдодиференцiальних операторiв: α — неперервна, парна на R функцiя, однорiдна поряд-
ку γ > 1, нескiнченно диференцiйовна на R\{0}, похiднi цiєї функцiї задовольняють умову

∀ k ∈ N ∃ bk > 0 ∀x ∈ R \ {0} : |Dk
xα(x)| 6 bk|x|

γ−k, (2)

крiм того, ∃ b0 > 0 ∀x ∈ R: α(x) > b0|x|
γ . Умову (2) можна подати у виглядi

Mk(x)|Dk
xα(x)| 6 bkρ(x), x ∈ R \ {0}, k ∈ N,

де M(x) = |x|, ρ(x) = |x|γ . Тодi (див. [3]) функцiя exp{−α(x)} є елементом простору θM,ρ iз
вказаними функцiями M i ρ (така функцiя використовується при дослiдженнi задачi Кошi
для еволюцiйних рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами, для яких функцiя α
є негладким у точцi 0 однорiдним символом).

Вiдзначимо основнi властивостi функцiй з простору θM,ρ, встановленi в [3]: у функцiї
Dk

xϕ, ϕ ∈ θM,ρ, x 6= 0, k ∈ N, iснують скiнченнi одностороннi границi lim
x→±0

Dk
xϕ(x), функцiя

D2k
x ϕ, x 6= 0, k ∈ N, у точцi x = 0 має усувний розрив, кожна функцiя ϕ ∈ θM,ρ у точцi 0

задовольняє умову Дiнi. Про топологiчну структуру простору θM,ρ див. [3].
Нехай ν — фiксоване число з множини {3/2; 5/2; 7/2; . . .}. На функцiях з простору θM,ρ

визначене перетворення Бесселя FBν ≡ FB :

FB [ϕ](ξ) =

∞∫

0

ϕ(x)jν(xξ)x
2ν+1dx, ϕ ∈ θM,ρ,

де jν — нормована функцiя Бесселя. Нехай FBν [θM,ρ] := Φν
β,γ . Елементами простору Φν

β,γ

є нескiнченно диференцiйовнi на R функцiї, що задовольняють нерiвностi (див. [12]):

|Dm
ξ FB [ϕ](ξ)| 6 αm(1 + |ξ|)−(ω0+m), m ∈ Z+, ξ ∈ R, ϕ ∈ θM,ρ,

ω0 = p̃0 + [β−1[γ]], p̃0 = 1 + p0, p0 = 2ν + 1, [·] — цiла частина числа.
Φν
β,γ перетворюється в злiченно-нормований простiр, якщо систему норм у ньому ввести

за формулами

‖ϕ‖p := sup
ξ∈[0,∞)

{
p∑

k=0

Λ(ξ)ω̃0+2k|D2k
ξ ϕ(ξ)|

}
, ϕ ∈ Φν

β,γ, p ∈ Z+,

де Λ(ξ) := 1 + ξ, ξ ∈ [0,∞), ω̃0 = ω0 − ε, 0 < ε < 1 — фiксований параметр. Перетворення
Бесселя неперервно вiдображає θM,ρ на Φν

β,γ [12]; на функцiях iз простору Φν
β,γ визначене

обернене перетворення Бесселя F−1
Bν

≡ F−1
B :

F−1
B [ψ](x) = cν

∞∫

0

ψ(σ)jν(σx)σ
2ν+1dσ, ψ ∈ Φν

β,γ , cν = (22νΓ2(ν + 1))−1.

У просторi Φν
β,γ визначений i є неперервним оператор узагальненого зсуву аргументу

T ξ
x , який вiдповiдає оператору Бесселя [13]:

T ξ
xϕ(x) = bν

π∫

0

ϕ
(√

x2 + ξ2 − 2xξ cosω
)
sin2ν ωdω, ϕ ∈ Φν

β,γ,
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де bν = Γ(ν + 1)/(Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)). Операцiя узагальненого зсуву аргументу ϕ → T ξ
xϕ

диференцiйовна (навiть нескiнченно диференцiйовна) у просторi Φν
β,γ у тому розумiннi, що

граничнi спiввiдношення (∆ξ)−1(T ξ+∆ξ
x ϕ(x)−T ξ

xϕ(x)) → ∂T ξ
xϕ/∂ξ, ∆ξ → 0, справджуються

в просторi Φν
β,γ .

Символом (Φν
β,γ)

′ позначатимемо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над
вiдповiдним простором основних функцiй зi слабкою збiжнiстю, а його елементи називати-
мемо узагальненими функцiями.

Оскiльки в просторi Φν
β,γ визначена операцiя узагальненого зсуву аргументу, то згортку

узагальненої функцiї f ∈ (Φν
β,γ)

′ з основною задамо формулою

(f ∗ ϕ)(x) = 〈fξ, T
ξ
xϕ(x)〉 ≡ 〈fξ, T

x
ξ ϕ(ξ)〉, ϕ ∈ Φν

β,γ ,

при цьому f ∗ ϕ є нескiнченно диференцiйовною на R функцiєю (iндекс ξ в fξ означає, що
функцiонал f дiє на T ξ

xϕ(x) як функцiю аргументу ξ).
Нехай f ∈ (Φν

β,γ)
′. Якщо f ∗ ϕ ∈ Φν

β,γ , ∀ϕ ∈ Φν
β,γ , i iз спiввiдношення ϕν → 0 при ν → ∞

за топологiєю простору Φν
β,γ випливає, що f ∗ ϕν → 0 при ν → ∞ за топологiєю простору

Φν
β,γ, то функцiонал f називається згортувачем у просторi Φν

β,γ . Надалi сукупнiсть усiх
таких згортувачiв позначатимемо символом (Φν

β,γ,∗)
′.

Оскiльки FB [ϕ] ∈ Φν
β,γ, якщо ϕ ∈ θM,ρ, то перетворення Бесселя узагальненої функцiї

f ∈ (Φν
β,γ)

′ визначимо за допомогою спiввiдношення 〈FB [f ], ϕ〉 = 〈f, FB [ϕ]〉, ϕ ∈ θM,ρ. Звiдси,
з властивостей лiнiйностi i неперервностi функцiонала f та перетворення Бесселя випливає
лiнiйнiсть i неперервнiсть функцiонала FB [f ], заданого на θM,ρ.

2. Псевдобесселевi оператори нескiнченного порядку. Нехай M , ρ: R → [0,∞) —
функцiї, розглянутi в п. 1, γ ∈ (1,+∞) \ {2, 3, 4, . . .} — фiксоване число, a: R → [0,∞) —
неперервна, парна на R функцiя, однорiдна порядку γ, нескiнченно диференцiйовна на
R \ {0}, похiднi якої задовольняють умову

∀ k ∈ N ∃ b′k > 0 ∀x ∈ R \ {0} : Mk(x)|Dk
xa(x)| 6 b′kρ(x),

причому

∃ c0 > 0 ∃ c̃0 > 0 ∀x ∈ R : c0ρ(x) 6 a(x) 6 c̃0(1 + ρ(x)).

Безпосередньо переконуємося в тому, що функцiя a — мультиплiкатор у просторi θM,ρ.
У зв’язку з цим розглянемо оператор A: Φν

β,γ → Φν
β,γ , який задамо формулою Aϕ =

= FB [aF
−1
B [ϕ]], ∀ϕ ∈ Φν

β,γ . Iз властивостей перетворення Бесселя (прямого та оберненого)
випливає лiнiйнiсть i неперервнiсть оператора A.

Говоритимемо, що в просторi Φν
β,γ задано псевдобесселевий оператор нескiнченного по-

рядку f(A) =
∞∑
k=1

ckA
k, де f(x) =

∞∑
k=1

ckx
k, x ∈ R, якщо для довiльної основної функцiї

ϕ ∈ Φν
β,γ ряд (f(A)ϕ)(x) :=

∞∑
k=1

ck(A
kϕ)(x) зображає деяку основну функцiю з простору

Φν
β,γ. Видiлимо тут класи функцiй, за допомогою яких можна будувати оператори вказано-

го вигляду. Нехай функцiя f(x) =
∞∑
k=1

ckx
k, x ∈ R, допускає аналiтичне продовження у всю

комплексну площину i задовольняє умови:
(а) ∃ d0 > 0 ∀x ∈ R: f(x) > d0|x|;
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(б) ∀ k ∈ Z+ ∃ pk ∈ N ∃ b̃k > 0 ∀x ∈ R: |Dk
xf(x)| 6 b̃k(1 + |x|)pk ;

(в) ∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀ z = x + iy ∈ C: |f(z)| 6 cε(1 + |x|)p0eρ(εy)

(тут p0 — стала з умови (б)).
Зазначимо, що з умови (б) випливає той факт, що функцiя f — мультиплiкатор у прос-

торi θM,ρ.
Теорема 1. Якщо функцiя f задовольняє умови (б), (в), то в просторi Φν

β,γ визначений

i є неперервним оператор f(A) ≡ Af , при цьому Afϕ = FB [f(a)F
−1
B [ϕ]], ϕ ∈ Φν

β,γ.
3. Нелокальнi за часом багатоточковi задачi. Нехай p ∈ N, {γi}

p
i=1 ⊂ (1,+∞)\

{2, 3, 4, . . .} — фiксованi числа, причому γ1 < γ2 < · · · < γp; M , ρi, aγi : R → [0,∞), i ∈

∈ {1, . . . , p}, — функцiї, якi задовольняють умови, сформульованi в п. п. 1, 2; f(x) =
∞∑
k=1

ckx
k,

x ∈ R, — функцiя, розглянута в п. 2, Af,i ≡ Ai, i ∈ {1, . . . , p}, — псевдобесселевий оператор
нескiнченного порядку, побудований за функцiями f та aγi .

Для еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
+

p∑

i=1

Aiu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (3)

розглянемо багатоточкову за часом задачу

µu(t, ·)|t=0 −

m∑

k=1

µku(t, ·)|t=tk = ϕ, (4)

де T ∈ (0,∞), m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞), {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] — фiксованi числа,

причому µ > max

{
m∑
k=1

µk, µ02
m

}
, µ0 = max{µ1, . . . , µm}, 0 < t1 < t2 < · · · < tm 6 T ,

ϕ ∈ Φν
β,γ. За допомогою методу перетворення Бесселя знаходимо, що класичний розв’язок

u(t, ·) ∈ C1((0, T ],Φν
β,γ) задачi (3), (4) подається у виглядi згортки:

u(t, x) = Γ(t, x) ∗ ϕ(x) ≡

∞∫

0

T ξ
xΓ(t, x)ϕ(ξ)ξ

2ν+1dξ, (t, x) ∈ Ω,

де Γ(t, x) = FB [Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) = exp

{
−t

p∑

i=1

f(ai(σ))

}(
µ−

m∑

k=1

µk exp

{
−tk

p∑

i=1

f(ai(σ))

})−1

.

Основнi властивостi функцiї Γ наведемо у виглядi таких тверджень.
Лема 1. 1. При кожному t ∈ (0, T ] функцiя Γ, як функцiя аргументу x, є елементом

простору Φν
β,γ1 , при цьому справджуються оцiнки

|Ds
xΓ(t, x)| 6 cs

∞∑

r=0

µ̃r(t+ r)[β
−1[γ1]]/γp−δ(s)((t+ rt1)

1/γ1 + |x|)−(ω0+s),

s ∈ Z+, (t, x) ∈ Ω,
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де µ̃ = µ02
mµ−1 < 1, δ(s) = p̃s(ν + 3/2 + [β−1[γ1]] + s), p̃s = max{p0, p1, . . . , ps} (p0, p1, . . . ,

ps — сталi з умови (б), яку задовольняє функцiя f), стала cs > 0 не залежить вiд t.
2. Функцiя Γ(t, ·), t ∈ (0, T ], як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями в прос-

торi Φν
β,γ1, диференцiйовна за t.

3. Функцiя Γ є розв’язком рiвняння (3).
Оскiльки Γ(t, ·) ∈ Φν

β,γ1 при кожному t ∈ (0, T ], то для довiльного ϕ ∈ (Φν
β,γ1)

′ iснує
згортка ϕ ∗ Γ(t, ·) (див. п. 1).

Лема 2. У просторi (Φν
β,γ1)

′ справджуються граничнi спiввiдношення:

а) Γ(t, ·) →

(
µ −

m∑
k=1

µk

)
δ, t → +0;

б) µ lim
t→+0

Γ(t, ·) −
m∑
k=1

µk lim
t→tk

Γ(t, ·) = δ (тут δ — дельта-функцiя Дiрака);

в) µ lim
t→+0

ω(t, ·)−
m∑
k=1

µk lim
t→tk

ω(t, ·) = ϕ, де ω(t, ·) = ϕ ∗ Γ(t, ·), ϕ ∈ (Φν
β,γ1,∗)

′, (t, x) ∈ Ω.

З леми 2 випливає, що нелокальну за часом m-точкову граничну умову (4) для рiвнян-
ня (3) можна ставити i у випадку, коли ϕ — узагальнена функцiя з простору (Φν

β,γ1,∗)
′, при

цьому пiд розв’язком m-точкової задачi (3), (4) розумiтимемо розв’язок рiвняння (3), який
задовольняє умову (4) з ϕ ∈ (Φν

β,γ1,∗)
′ у сенсi узагальнених функцiй, тобто

µ lim
t→+0

u(t, ·) −

m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = ϕ,

де границi розглядаються в просторi (Φν
β,γ1)

′. Правильним є таке твердження.
Теорема 2. m-точкова задача (3), (4) з граничною функцiєю ϕ ∈ (Φν

β,γ1,∗)
′ є коректно

розв’язною; розв’язок дається формулою

u(t, x) = ϕ ∗ Γ(t, x), (t, x) ∈ Ω;

при цьому u(t, ·) ∈ Φν
β,γ1 при кожному t ∈ (0, T ].

Зауваження. Функцiю Γ(t, x), яка має вказанi властивостi, називають фундаментальним
розв’язком багатоточкової задачi (3), (4).
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Нелокальные по времени задачи для эволюционных уравнений

с псевдобесселевыми операторами бесконечного порядка

Установлена корректная разрешимость нелокальной многоточечной по времени задачи для

одного класса эволюционных псевдодифференциальных уравнений бесконечного порядка в слу-

чае, когда предельная функция есть обобщенной функцией типа распределений Соболева–

Шварца.
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Problems nonlocal in time for evolution equations with pseudo-Bessel

infinite-order operators

We have established the correct solvability of a multipoint problem nonlocal in time for a class

of evolution pseudodifferential equations of infinite order when the limiting function is a generic

function of distributions of the Sobolev–Schwartz type.
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