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Дослiджено проблеми економiчної дискретизацiї жорстко некоректних задач. Запро-

поновано проекцiйну схему дискретизацiї, що реалiзує порядкову оцiнку мiнiмального

радiуса гальоркiнської iнформацiї.

У роботi дослiджуються iнформацiйнi аспекти чисельного розв’язування жорстко некоре-
ктних задач.

Розглянемо рiвняння Фредгольма I роду

Ax = f (1)

з iнтегральним оператором вигляду

Ax(t) =

1∫

0

a(t, τ)x(τ) dτ, t ∈ [0; 1], (2)

що неперервно дiє в L2 = L2(0; 1) й таким, що множина Range(A) не замкнена в L2 та
f ∈ Range(A). Нехай права частина рiвняння (1) задана з похибкою δ > 0, тобто замiсть
f(t) вiдомо її збурення fδ(t) ∈ L2 : ‖f − fδ‖ 6 δ. Характерною особливiстю жорстко неко-
ректних задач є умова належностi точного розв’язку рiвняння (1) деякiй умовi джерела
логарифмiчного типу. У межах наших дослiджень будемо наближати розв’язок x+ з мiнi-
мальною нормою в L2, що належить множинi

Mp(A) := {u : u = ln−p(A∗A)−1v, ‖v‖ 6 ρ}. (3)

Тут величини p, ρ > 0 вважатимемо вiдомими.
Нехай далi {em}∞m=1 — деякий ортонормований базис в L2. Через Pm позначимо ортопро-

ектор на span{e1, e2, . . . , em} i введемо в розгляд такий клас дослiджуваних операторiв (2):

Hr
γ =

{
A : ‖A‖ 6 γ0,

∞∑

n+m=1

â2n,m(n ·m)2r 6 γ21

}
,

де ân,m =
1∫
0

1∫
0

en(t)em(τ)a(t, τ) dτdt, γ0 6 e−1/2, γ = (γ0; γ1), n, m ∈ Z+, n = 1 при n = 0

та n = n у протилежному випадку.
Зауважимо, що за базис можуть бути використанi, зокрема, ортонормована система

функцiй Хаара (r = 1), пiдпростiр тригонометричних многочленiв (перiодичний випадок)
або ортонормована система полiномiв Лежандра, що розглядається на вiдрiзку [0; 1].
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Вiдомо, що якщо ядро a(t, τ) оператора A виду (2) має мiшанi частиннi похiднi до по-
рядку r включно за кожною змiнною i для всiх i, j = 0, 1, . . . , r виконується умова

1∫

0

1∫

0

[
∂i+ja(t; τ)

∂ti∂τ j

]2
dtdτ < ∞,

то A ∈ Hr
γ при деякому наборi γ = (γ0; γ1) i будь-якому з вище перерахованих базисiв.

Надалi клас рiвнянь (1) iз операторами (2) з Hr
γ й розв’язками з (3) позначатимемо

(Hr
γ ,Mp(A)). У данiй роботi обмежимося дослiдженням проекцiйних методiв розв’язування

рiвнянь iз (Hr
γ ,Mp(A)).

Як вiдомо, довiльний лiнiйний неперервний оператор A : L2 → L2 може бути зображений
за допомогою нескiнченної матрицi {(Aej , ei)}∞i,j=1 вигляду

Ag =

∞∑

i,j=1

(Aej , ei)(g, ej)ei.

Кожному скалярному добутку (Aej , ei) поставимо у вiдповiднiсть точку (i; j) координат-
ної площини й розглядатимемо цю точку як iндекс скалярного добутку (Aej , ei). Вiдповiдно,
пiд iндексом скалярного добутку (g, ej) розумiтимемо натуральне число j.

Вiзьмемо тепер довiльну обмежену область Ω ⊂ [1;∞) × [1;∞) координатної площини
й позначимо ω1 = {i : (i; j) ∈ Ω}. За допомогою цiєї областi Ω здiйснюємо перехiд вiд (1)
до дискретизованого рiвняння

AΩx = Pω1
fδ,

де

AΩx =
∑

(i,j)∈Ω

(Aej , ei)(x, ej)ei,

Pω1
fδ =

∑

k∈ω1

(fδ, ek)ek.
(4)

Набiр скалярних добуткiв виду

(Aej , ei), (fδ, ek), (i, j) ∈ Ω, k ∈ ω1, (5)

що використовуються при побудовi (4), прийнято називати гальоркiнською iнформацiєю
про (1).

Зокрема, при Ω = [1;n] × [1;m], ω1 = [1, n] ми одержуємо стандартну гальоркiнську
схему дискретизацiї, що полягає в переходi вiд (1) до

PnAPmx = Pnfδ. (6)

Пiд проекцiйним методом розв’язування (1) розумiтимемо будь-яке вiдображення P =
= P(Ω): L2 → L2, що зiставляє гальоркiнскiй iнформацiї (5) про рiвняння (1) елемент
P(AΩ)fδ ∈ L2, який приймається за наближений розв’язок (1). Вiдзначимо, що вiд методу
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P не вимагається анi лiнiйностi, анi неперервностi. Пiд похибкою методу P(Ω) на класi
рiвнянь (Hr

γ ,Mp(A)), як зазвичай, розумiтимемо його найбiльше вiдхилення

eδ(Hr
γ ,Mp(A),P(Ω)) = sup

A∈Hr
γ

sup
x+∈Mp(A)

sup
fδ : ‖f−fδ‖6δ

‖x+ − P(AΩ)fδ‖.

Мiнiмальний радiус гальоркiнської iнформацiї задамо величиною

RN,δ(Hr
γ ,Mp(A)) = inf

Ω,card(Ω)6N
inf
P(Ω)

eδ(Hr
γ ,Mp(A),P(Ω)).

Нагадаємо, що ранiше у роботi [1] було встановлено, що похибка довiльного наближеного
методу на класi жорстко некоректних задач з розв’язками з (3) не може бути меншою,
нiж O(ln−p δ−1). Тому методи, що гарантують для величини eδ(Hr

γ ,Mp(A),P(Ω)) вказаний
порядок точностi, називатимемо оптимальними за порядком.

Щодо iсторiї дослiдження iнформацiйної складностi некоректних задач, вiдзначимо, що
вперше економiчнi за обсягом задiяної гальоркiнської iнформацiї (5) проекцiйнi методи
розв’язування помiрно некоректних задач iз точними розв’язками вигляду

x+ = (A∗A)ν/2v, ‖v‖ 6 ρ, 0 < ν < ∞, (7)

були побудованi в роботi [2], де за схему дискретизацiї використовувався стандартний метод
Гальоркiна (6). У цiлому ж проблема складностi некоректних задач довгий час залишалася
вiдкритою. Бiльше того, у роботi [3] висловлювалася думка про те, що для рiвнянь (1) пи-
тання про складнiсть взагалi не може бути поставлено. Далi, у своєму оглядi [4] X. Вожьня-
ковський, коментуючи це висловлювання, зауважує про необхiднiсть коректної постановки
подiбної задачi. Тому результати роботи [5], у якiй вперше були отриманi порядковi оцiн-
ки мiнiмального радiуса гальоркiнської iнформацiї для рiвнянь (1) з розв’язками (7) при
ν = 2 i операторами з Hr

γ , можна вважати вiдповiддю на останнє зауваження. Дослiдження,
iнiцiйованi в [5], були продовженi у низцi робiт, серед яких назвемо [6, 7]. Як виявилося,
оптимальнi порядки величин, що характеризують iнформацiйну складнiсть (1), реалiзую-
ться не в рамках стандартної схеми Гальоркiна (6), а деякої ї ї модифiкацiї, що грунтується
на iдеї гiперболiчного хреста (бiльш докладно про це див. нижче). Слiд також зазначити,
що дотепер iнформацiйна складнiсть вивчалася лише у випадку помiрно некоректних задач.

Дослiдження iнших типiв некоректних задач (зокрема, жорстко некоректних) ще не
проводилися. У зв’язку з цим можна згадати лише статтю [8], в якiй розглядалося пи-
тання економiчної дискретизацiї в рамках стандартної схеми Гальоркiна (6) для задач (1)
з розв’язками, що задовольняють загальну умову джерела

x+ = ϕ(A∗A)v,

де iндексна функцiя ϕ вважалася неперервно зростаючою й такою, що ϕ(0) = 0, ϕ(γ20) = 1.
Очевидно, що умови (3) i (7) є частинними випадками останньої. На пiдставi вищесказаного
виникає природне запитанння: а чи є вибiр гальоркiнської схеми (6) найбiльш економiчним
при побудовi оптимальних за порядком проекцiйних методiв розв’язування жорстко не-
коректних задач i якi порядковi оцiнки iнформацiйної складностi й мiнiмального радiуса
гальоркiнської iнформацiї на класах задач (Hr

γ ,Mp(A))? Вiдповiдi на цi та iншi питання
мiстяться у викладених нижче результатах.
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Для дискретизацiї рiвнянь з (Hr
γ ,Mp(A)) замiсть метода Гальоркiна PnAPm використо-

вуватимемо його модификацiю, у межах якої за область Ω береться гiперболiчний хрест
вигляду

Γb,n = {1} × [1; 2bn]

n⋃

k=1

(2k−1; 2k]× [1; 2bn−k ] ⊂ [1; 2n]× [1; 2bn],

b > 1 +
2

n− 1
, br > 1, n > 4.

Наближений розв’язок шукатимемо у виглядi

xnα,δ = gα(A
∗
nAn)A

∗
nP2nfδ, (8)

де

An = P1AP2bn +

n∑

k=1

(P2k − P2k−1)AP2bn−k , (9)

а твiрна функцiя gα при деяких сталих κ∗, κ > 0 i будь-яких µ > 0 задовольняє умови

sup
0<λ6γ2

0

√
λ|gα(λ)| 6

κ∗√
α
, sup

0<λ6γ2
0

|1− λgα(λ)| ln−µ λ−1
6 κ ln−µ 1

α
. (10)

Вiдзначимо, що бiльшiсть вiдомих регуляризаторiв (у тому числi й стандартний метод
Тiхонова) задовольняють (10).

Проекцiйний метод (8)–(10) позначимо через P ′
g(Γb,n) = P ′(Γb,n).

Далi сформулюємо такi допомiжнi результати.
Лема 1. Нехай A ∈ Hr

γ. Тодi має мiсце оцiнка

‖A∗A−A∗
nAn‖ 6 γ21 [2(1 + C0) + 1]2−brn,

де An визначається спiввiдношенням (9), b = min{b, 2} й C0 = 22r/(2r − 1).
Покладемо

β1 =
1

p− 1

[(
b

b− 1

)p−1

− 1

]
, β2 =

1

p− 1

(
4b

4b− 3

)p−1

, p 6= 1.

Лема 2. Нехай A ∈ Hr
γ. Тодi має мiсце така оцiнка

‖(P2nA−An) ln
−p(A∗A)−1v‖ 6 ρC1

2−brn

(brn)p−1
,

де An визначається спiввiдношенням (9) i

C1 =





γ1(ln 2)
−p

[
1 +

β12
r+1

r

]
, 0 < p < 1,

γ1(ln 2)
−p

[
1 +

2r+1

r(b− 1)

]
, p = 1,

γ1(ln 2)
−p

[
1 +

β22
r

r

]
, p > 1.

(11)
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Далi введемо допомiжнi величини: b = max{b, 2}, β3 = [2(1 + C0) + 1]γ21 ,

C2 =

{
1, 0 < p 6 1,

1 + 4(5p)p, p > 1
C3 = 1 +

2p

e
,

C4 =





1

ln βb
3

, 0 < p 6 1,

1

ln βb
3 + (p− 1)[ln ln βb

3 − ln ln 2]
, p > 1,

C5 = Cp
3 [ρκ(1 + C2C

−p
4 b

p
) + κ∗(1 + ρC1)], C6 =

{ p

r + 1
, 0 < p 6 1 + r,

1, p > 1 + r.

(12)

Теорема 1. При N таких, що

N−r ln−pN2r ≍ δ

lnr+1 δ−1
, (13)

виконується

RN,δ(Hr
γ ,Mp(A)) 6 eδ(Hr

γ ,Mp(A),P ′(Γb,n)) 6 2−pC5 ln
−p δ−1

6 C̃p ln
−pN2r, (14)

де C̃p = C5C
−p
6 . При цьому card(Γb,n) := N = n2bn ≍ δ−1/r(ln δ−1)(r−p+1)/r.

Зауваження 1. Розглянемо питання про вибiр параметра b при побудовi гiперболiчного
хреста Γb,n. З (12), (14) легко бачити, що збiльшення значення b призводить (особливо при

великих p) до значного зростання константи C̃p, що фiгурує в оцiнцi точностi (14). З iншого
боку, вигляд константи C1 (див. (11)) дозволяє зробити висновок про iстотне зростання
загальної похибки методу P ′(Γb,n) у випадку, коли параметр b лежить поблизу 1. Очевидно,
що вибiр найменшого допустимого цiлого значення b = 2 дає можливiсть значною мiрою
знизити вплив величини C̃p на похибку методу.

Як уже згадувалося вище, у роботi [8] на основi стандартної гальоркiнської схеми дис-
кретизацiї були побудованi проекцiйнi методи розв’язування некоректних задач. При цьому
наближення пропонувалося шукати у виглядi

xn,mα,δ = gα(A
∗
n,mAn,m)A∗

n,mPnfδ, (15)

де An,m = PnAPm. Тодi на класi рiвнянь (Hr
γ ,Mp(A)) є вiрною оцiнка (див. [8])

‖x+ − xn,mα,δ ‖ 6

6 κρ

[
ln−p 1

α
+ (1 + d1) ln

−p m
2r

γ21
+ d ln−p n

2r

γ21

]
+

κ∗ρ√
α

[
δ +m−rγ1 ln

−p m
2r

γ21

]
. (16)

Аналiз (16) показує, що для збереження оптимального порядку точностi O(ln−p δ−1) на
всьому класi, що дослiджується, необхiдно покласти

√
α ln−p 1

α
= O(δ), m−r ln−p m

2r

γ21
= O(δ), n = O(δ−ε/r),
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де ε > 0. Тодi оцiнка (16) набуде вигляду

‖x+ − xn,mα,δ ‖ 6 C
ln−p δ−1

εp
. (17)

Очевидно, що величина ε не може бути як завгодно близькою до нуля, щоб не допустити
iстотного зростання похибки.

Залишилося пiдрахувати об’єм задiяної в межах (15) гальоркiнської iнформацiї (5):

card([1;n]× [1;m]) = n×m ≍ δ−(1+ε)/r ln
−p/r δ−1

2p/r
. (18)

Порiвняння отриманих оцiнок (17), (18) для методу з [8] з результатами теореми 1 показує,
що обидва пiдходи гарантують оптимальний порядок точностi на всьому класi дослiджу-
ваних жорстко некоректних задач, у той же час задiяна нами модифiкацiя гальоркiнського
методу дає можливiсть значно скоротити обсяг гальоркiнської iнформацiї.

Далi буде встановлено, що використана нами схема дискретизацiї (9) не просто є еконо-
мiчною, але й дає можливiсть реалiзувати найменшi порядки величин, що характеризують
iнформацiйну складнiсть проекцiйних методiв розв’язування жорстко некоректних задач.

Теорема 2. При N таких, що

N−r ln−pN2r
6 δ, (19)

є вiрною оцiнка

RN,δ(Hr
γ ,Mp(A)) > Ĉp ln

−pN2r, Ĉp = 2−p−1.

Комбiнуючи теореми 1 i 2, одержуємо основне твердження роботи.
Теорема 3. При N , що задовольняють (13), вiрно

RN,δ(Hr
γ ,Mp(A)) ≍ ln−pN2r ≍ ln−p δ−1.

Зазначений оптимальний порядок на класi (Hr
γ ,Mp(A)) реалiзується в рамках проекцiй-

ного методу P ′(Γb,n) (8)–(10).
Зауваження 2. Звернемо увагу на той факт, що згiдно з теоремою 2 досягнення опти-

мального порядку величини RN,δ(Hr
γ ,Mp(A)) може бути здiйснене при будь-яких N , що

задовольняють (19). (Принаймнi цей факт не виключено.) З iншого боку (див. теореми 1
i 3), оптимальний порядок величини RN,δ(Hr

γ ,Mp(A)) нами досягнуто за допомогою методу
P ′(Γb,n), де N обирається згiдно з (13), тобто величина N з (13) має додатковий логариф-
мiчний множник у порiвняннi з мiнiмально можливим значенням (пор. з (19)). Нагадаємо,
що пiд iнформацiйною складнiстю задачi в рамках IBC-теорiї (див. [9, 10]) прийнято розу-
мiти найменший об’єм дискретної iнформацiї, необхiдної для розв’язування задачi з напе-
ред заданою точнiстю. Таким чином, з теорем 1–3 випливає, що нами знайдений основний
(степеневий) порядок iнформацiйної складностi проекцiйних методiв на класi жорстко неко-
ректних задач (Hr

γ ,Mp(A)). У той же час питання про наявнiсть (i ступiнь) логарифмiчного
спiвмножника для iнформацiйної складностi залишається вiдкритим.
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C. Г. Солодкий, А. Л. Милейко

Гиперболический крест и сложность жестко некорректных задач

Исследованы проблемы экономичной дискретизации жестко некорректных задач. Предло-

жена проекционная схема дискретизации, реализующая порядковую оценку минимального

радиуса галеркинской информации.

S.G. Solodky, G. L. Myleiko

Hyperbolic cross and complexity of severely ill-posed problems

The problems of the economic discretization of severely ill-posed problems are studied. A projection

scheme of discretization is proposed. In addition, due to the scheme, the order estimate of the

minimal radius of Galerkin information is found.
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